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11 existe deux types de solitaire principalement, le solitaire frangais et le solitaire anglais :

¢ 37 emplacements (cases) en forme d'octogone pour le solitaire francais.
e 33 emplacements (cases) en forme de croix pour le solitaire anglais.

Je me suis intéressé principalement au solitaire anglais car c'est le solitaire le plus connu mais les nombreuses variantes triangulaires, carrées et autres
sont toutes aussi intéressantes bien sir.

e Historique du jeu

o Origine du Solitaire

o Princesse de Soubise

o Livre de John H. Conway

o Leibnitz et le Solitaire inversé

o Etudes théoriques sur le Solitaire
o But du Solitaire
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o Critéres de non faisabilité du Solitaire
o Larégle de trois
Fonctions en Pagode (probléme de l'armée infinie de pions)
Cone du Solitaire (fonctions en Pagode)
Lattice criterion (critére étendu de la régle de trois)

(@]
o
(@]
o Méthodes pour déterminer I'ensemble ou P'-P appartient
o
(@]
o

Critére des extrémités du Solitaire
Critére des extrémités du Solitaire (probléme complémentaire)
Criteres des ensembles jouables
o Critéres de non faisabilité triviaux
Solutions du Solitaire francais
Solutions du Solitaire anglais
o Nombre de solutions du Solitaire anglais

o Nombre total de chemins du Solitaire anglais
Solutions complémentaires du Solitaire

Solutions minimales du Solitaire anglais
o Livre de John D. Beasley
o Solution minimale ?

o Solution minimale d'Ernest Bergholt

o Nombre de solutions minimales du Solitaire anglais
Procédures pour calculer les successeurs (ou prédécesseurs) d'un plateau

Graphe du Solitaire
o Graphe orienté sans circuit (GOSC)

o Chemins de longueur k et Fermeture transitive

o Algorithmes pour calculer le nombres de solutions et le nombre total de chemins
m Premier Algorithme

m Deuxiéme Algorithme
s Un dernier Algorithme
Conclusion

Historique du jeu :

e Origine du Solitaire
e Princesse de Soubise
e Livre de John H. Conway
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e Leibnitz et le Solitaire inversé
e Etudes théoriques sur le Solitaire

Origine du Solitaire :

Le solitaire serait un jeu romain : Ovide l'aurait décrit en grand détail.

Pourtant, il n'aurait été¢ connu en France qu'au XVIeme siecle, et par une voie toute différente. Un Francais qui explorait alors I'Amérique remarqua la
facon dont les Indiens plantaient leurs fleches dans les trous d'une planchette creusée symétriquement. Il inventa les régles de ce jeu.

Source : http://deesse.univ-lemans.fr/~marson/sol1/sol/historique.html

La légende veut que le solitaire fut inventé par un prisonnier d'origine noble emprisonné a la Bastille pendant la seconde moiti¢ du XVIIéme siecle. La
premiére trace écrite en France datte de 1710 et est due a Leibniz qui s'est intéressé de tres pres a ce jeu : Il sert, dit-il, a perfectionner l'art de méditer.
Mais comme il en existe de plusieurs types, toutes les origines sont possibles...

Princesse de Soubise :

La princesse de Soubise (Anne Chabot de Rohan 1663-1709) se fit peindre avec un solitaire a la main par Claude-Auguste Berey :
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Et cette gravure éditée par Antoine Trouvain a la fin du XVIIeme siccle :
Bibliotheque nationale de France (Paris)
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Vous notez le titre : Dame de qualité jouant au solitaire qui nous fait sourire aujourd'hui et méme a 1'époque j'imagine.
Le solitaire obtint son plus grand succés au XVIIIéme siecle.

Différentes versions du Solitaire commercialisées a toutes époques sont disponibles a cette adresse :
http://www.ahs.uwaterloo.ca/~museum/puzzles/solitare/

Leibniz, qui en fut grand amateur, a longuement épilogué sur son intérét. I/ sert, dit-il, a perfectionner l'art de méditer.
Livre de John H. Conway :

Le texte suivant est traduit du livre
E.R.Berlekamp.,J.H.Conway,R.K.Guy, Winning Ways for your Mathematical Plays, 1982, volume 2, chapitre 23, ISBN 01-12-091102-7

WINNING WAYS

08t Yoo MATWENATICAL PLS
A2y < g

Lo Ll PR TR THE

Leibnitz et le Solitaire inversé :
Le jeu appelé Solitaire me plait beaucoup. J'y joue dans l'ordre inverse. C'est a dire qu'a la place de suivre les regles du jeu, qui sont de sauter sur une

place vide et d'enlever la piece qui a été sautée, je pensais que c'était mieux de reconstruire ce qui a été demolit, en remplissant un trou vide quand on a
sauté par-dessus.

Leibnitz
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La philosophie de Leibnitz :
Le solitaire a l'envers est comme le solitaire a l'endroit avec les notions vide et remplit inter changées.

Le célebre philosophe pensait pleinement que jouer au solitaire a I'envers était différent d'y jouer a I'endroit, mais en fait c'est réellement exactement
pareil !

Pour le prouver regardons ce qui arrive quand il fait un mouvement a I'envers.

Leibnitz voit ¢a en prenant la picce t qui saute dans le trou r puis en remplissant le trou vide s.

Mais la figure dessus montre qu'on peut voir ¢ca comme le #rou r sautant par-dessus le trou s pour arriver sur la piéece t qui devient un trou a son tour.
Bien-sir on enléve le trou sauté, ce qui revient a insérer une piece dans cette logique !!!

Comme tous les grands mathématiciens, il avait I'esprit un peu tordu mais en fait le solitaire inversé revient au méme que la Solitaire classique a
l'endroit.

Etudes théoriques sur le Solitaire :

John H. Conway et John D. Beasley ont fait les deux ouvrages références en matiere de Solitaire.

Un des problémes importants du Solitaire est sa faisabilite, c'est a dire savoir si une configuration de départ peut aboutir a une configuration d'arrivée :
l'existence de solutions donc.

La premiere étude théorique sérieuse du jeu (apres Leibnitz) a apparemment été faite par Suremain de Missery en 1841-1842.

Cette ¢tude a été reportée par J.N Vallot, sinon elle aurait ét¢ slirement perdue :

Rapport sur un travail de Suremain de Missery : Théorie générale du jeu de Solitaire, considéré comme probleme d'analyse et de situation. Compte-
rendu des travaux de I'Académie de Sciences, Arts et Belles-lettres de Dijon (1841-1842) page 58-70.
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La regle de trois de Suremain de Missery est d'une ingéniosité remarquable ! (cf. ici pour les détails de cette regle).

Je n'ai hélas pas lu le compte-rendu de Vallot : je ne connais donc pas 1'idée intuitive qui a permis a Suremain de Missery d'atteindre ce résultat.

En effet, la démonstration mathématique rigoureuse de La régle de trois présentée ici n'explique pas comment Suremain de Missery a eu cette idée (bien
au contraire).

Apres Suremain de Missery, le Solitaire est ensuite tombé dans 'oubli du point de vue théorique jusque dans les années 60 ou Conway et Boardman
(université de Cambridge) s'y sont ré intéressés.

Le groupe de 1'université¢ de Cambridge mené par Conway a étudié a nouveau le probléme de faisabilité du Solitaire et a aboutit a de nouvelles
conditions de faisabilité avec le le cone du Solitaire, inéquations sur le cone connues sous les noms de Fonctions en Pagode 1961 (cf. Fonctions en
Pagode (probléme de I'armée infinie de pions)).

Une nouvelle condition de faisabilité a été¢ découverte assez récemment par David Avis, Antoine Deza et Shmuel Onn qui généralisent La regle de
trois : le Lattice criterion.

Je vous invite d'ailleurs a lire leurs publications sur le Solitaire :

Solitaire Lattices

Necessary Conditions for Solitaire Feasibility

A Combinatorial Approach to the Solitaire Game

Multicommodity Flow Problem vs Solitaire Peg Game

On the Solitaire Cone ans its relationship to multi-commodity flows

Tous les fichiers sont au format PostScript, il vous faudra donc installer Ghostscript puis GSview pour les visualiser et imprimer :
http://www.cs.wisc.edu/~ghost/doc/AFPL/get650.htm

A Combinatorial Approach to the Solitaire Game est aussi au format PDF, il vous faudra donc Acrobat Reader version 4 minimum puisque ce fichier
me posait quelques problémes avec la version 3 :

Acrobat®
Reader /=

Ces publications sont vraiment intéressantes si vous connaissez un peu l'algebre linéaire.

But du Solitaire :

Je ne crois pas utile de rappeler les régles du Solitaire que vous connaissez, la seule reégle a retenir étant qu'un pion peut sauter par-dessus un pion voisin
horizontalement ou verticalement (pas en diagonal sauf sur certaines versions du Solitaire moins connues) :
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Le pion sauté étant alors a enlever bien sfir.
Le but ou le challenge principal du Solitaire est d'atteindre 1'inverse de la position de départ (méme si au Solitaire francais c'est impossible).

Le cas le plus intéressant est celui ou 1'on débute avec un plateau remplit sauf le pion du milieu (qui est enlevé) et dont le but est alors d'atteindre le
plateau opposé ou inverse : c'est a dire un plateau vide sauf le pion du milieu qui doit rester seul.

C'est d'ailleurs ce dernier cas classique des classiques qui est considéré comme le jeu du Solitaire lui-méme mais vous pouvez vous inventer autant de
configurations de départ et d'arrivée que vous souhaitez bien sir.

Certaines des configurations d'ailleurs portent des noms :

http://deesse.univ-lemans.fr/~marson/sol1/sol/figures.html

Critéres de non faisabilité du Solitaire :

Les probleémes de faisabilité du Solitaire sont de déterminer si un couple de configuration de plateau (P,P') est faisable, c'est a dire s'il existe une
séquence de coups valides transformant P en P'.

Des conditions nécessaires de faisabilité du Solitaire sont nombreuses (méme presque infinies avec les fonctions en Pagode) mais des conditions
nécessaires et suffisantes restent a découvrir.

La complexité du probléme de faisabilité sur un plateau n X n est NP-complet d'aprés Uehara et Iwata donc de telles conditions nécessaires et suffisantes
sont improbables d'exister.

R. Uehara R. et S. Iwata : Generalized Hi-Q is NP-complete. Trans. IEICE E 73 (1990) Pages 270-273.

Voici une présentation de ces criteres de non faisabilité :

La regle de trois

Fonctions en Pagode (probléme de I'armée infinie de pions)
Cone du Solitaire (fonctions en Pagode)

Lattice criterion (critére étendu de la régle de trois)

Critere des extrémités du Solitaire

Critére des extrémités du Solitaire (probléme complémentaire)
Critéres des ensembles jouables

Critéres de non faisabilité triviaux
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Les démonstrations données par David Avis, Antoine Deza et Shmuel Onn sur la La régle de trois comme pour le Cone du Solitaire ou le Lattice
criterion (critére étendu de la régle de trois) sont extrémement intéressantes, c'est pourquoi je les résume ici en utilisant leurs terminologies mais lisez
leurs publications pour avoir des démonstrations rigoureuses.

Un plateau du Solitaire est considéré par analogie a la géométrie a un point a n dimensions (33 pour le solitaire anglais) ou un tableau a 33 cases sur une
rangée si vous préférez. Chaque composante du point (ou case du tableau) prend la valeur 0 si il y a 0 pion, la valeur 1 siil y a 1 pion et on autorise une
extension en permettant aussi les valeurs supérieures a 1 et méme les valeurs négatives : les entiers relatifs donc. Il peut donc y avoir 2 pions dans une
case et méme -1 pion !

Un mouvement (coup ou saut si vous préférez) est alors un vecteur a n dimensions, ce qui permet d'additionner Plateaux et mouvements (en géométrie,
un vecteur est la différence de 2 points).

Comme pour les points du plan ou le point P additionné au vecteur M est le point P' (P'-P = M), on a le plateau P additionné au mouvement M égale au
plateau P' (P'-P = M).

Pour qu'un mouvement soit valide, il faut que M présente deux composantes a -1 et une composante a 1 :

e M=(0,0,0,...,-1,-1,1,...,0,0,0) si P = (p,p9:P35--+s1,1,0,....0, 5.P1-Pp)
car P+ M = (p},pp,P35:-0,0,1,c...p, 5.Pp, 15P,) = P

e M=(0,0,0,...,1,-1,-1,...,0,0,0) si P = (p,p9,P35--:0,1,1,....0, 5.P,,_1-Py)
car P+ M = (p;,py.P35---51,0,0,...,p, 5P, 1:P,,) = P

Mais vous verrez qu'on pourra autoriser des mouvements non valides pour démontrer la non faisabilité de couples de configurations (P,P") avec les
fonctions en Pagode (Fonctions en Pagode et Cone du Solitaire).
Vous voyez aussi déja pourquoi on autorise les nombres négatif avec -1.

Soit S I'ensemble des coordonnées (i,j) représentant les emplacements des trous/pions du Solitaire, on a au Solitaire anglais :
S=4(i, j)—1=i=<l,-3<j <33, j)—3=<i<3,-1< j<l}

Une configuration du Solitaire valide ou non est donc un vecteur de VA (Z étant les entiers relatifs).

Une configuration du Solitaire valide est un vecteur de BS (B=1{0,1}).
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Le complémentaire P d'une configuration valide P € {0,1 }S est définie par: P=1-P
oul=(11,.,1)ERS.

Définition de la faisabilité :
Si (P,P') est le couple de configurations (départ, arrivée) alors (P,P') est faisable a condition qu'il existe k mouvements valides allant de P a P' :
M;,....M, vérifiant ces deux relations :

e
P'-P=YMi
< o
Y S N S
P"‘ SJI} = '{_0..1_}' Vol = '{_1.... .Ji:; ..i'.
J=1

b

Un plateau valide étant un plateau avec 0 ou 1 pion dans chaque trou, une configuration du Solitaire donc.

Le Solitaire anglais admet 76 mouvements valides différents donc les k mouvements M; en font nécessairement partie dans le cas du Solitaire anglais (k

est le nombre de mouvements nécessaire pour aller de P a P', c'est a dire le nombre de pions de P' moins le nombre de pions de P).
La régle de trois :

La regle de trois détermine 1'impossibilité de certains problémes en étendant la régle de base du jeu.

On utilise une relation d'équivalence étendant la régle de base du jeu (liant 2 configurations P et P’), et on démontre que si P n'est pas en relation avec
P’ (P non équivalent a P') alors le couple de configurations (P,P’) n'est pas faisable au sens de la définition de la faisabilité.

On s'intéresse pour cela a 1'expression suivante :

P—-P = Z i M (ﬁi = Z\J'

i=1
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Les Mi sont ici les m mouvements valides du jeu (76 mouvements valides m au solitaire anglais, k < m)

Cette dernicre expression est vraie (possede des solutions) en particulier si les 2 conditions de la définition de la faisabilité sont vérifiées :
_

e
P'-P=YMi
< o
Y S N S
P"‘ SJI} = '{_0..1_}' Vol = }__1......!1:. ..i'.
9 J=1

Les Mi dans la définition de la faisabilité sont les k mouvements valides transformant P en P’.

Démonstration :

J=i
k
— il existeen particwlier at M. amlm tel que P'— P = Eczz'sz

=
' . o | a=l guand Mi=ME Y je L Lk
P'—P=>" i (ai € Z) est vérifié en particulier si - ST 2
— iMi(ai€l) 7 P | @=0 guand M=zMG;V je 1] k}l |

1= .

La faisabilité est donc en quelque sorte un cas particulier (ou sous-ensemble) de 1'ensemble des solutions engendrées par l'expression

P-P=% aiM: (ai€Z)

i=1

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html
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L'expression est nécessairement vraie (possede des solutions) si la faisabilité est prouvée (faisabilité implique expression vraie).
L'expression est plus étendue, plus large ou moins contraignante que la définition de la faisabilité. Si elle est vraie, elle n'implique pas la faisabilité¢ mais
si elle est fausse elle implique la non - faisabilité du couple (P,P’), car dans ce cas, le couple (P,P’) ne peut plus étre décomposé en mouvements valides

(combinaisons linéaires de mouvements valides).

On a donc la propriété :

m
(P, P faisable = P'—P=> aiMi (aicZ)
—

i=1

Définition :

On dit que P est en relation avec P'si il existe une combinaison linéaire de mouvements M (valides) transformant P en P':

P-P=% aiM: (ai€Z)

i=1

La combinaison linéaire de mouvements Mi est sans contrainte et autorise donc les mouvements négatifs et les multi mouvements identiques et
SUperposés.

Ce qui revient alors a autoriser que tous les plateaux intermédiaires issus des k mouvements aient un nombre de pions quelconque, méme négatif :
;
P+ Y Mel® Yie {lk}
=
I‘jl =

On dit alors que : P est équivalent a P’ car c'est une relation d'équivalence (relation réflexive, symétrique et transitive) :

1) relation réflexive :
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SiP'=P

P'-P=0

ol e

> aiMi=0 (aeZ)

1
Vérifié quel que soit P avec ai=0 (i=1,...,m)
Donc P est en relation avec P quel que soit P (réflexivité)

2) relation symétrique :

P est en relation avec P’ implique :
m
P-P=>aiMi (arcZ)
=
1=

m
PP =—NaiMi (aicZ)
=
1=

m
PP =N(—an M (-wmeZ)
=
1=

Et donc P est en relation avec P’ implique P’ est en relation avec P quel que soient P et P’ (symétrie)

3) relation transitive :

P est en relation avec P’ et P’ est en relation avec P" impliquent :
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Solitaire Page 15 sur 118

m
Pop=NaiMi (arcZ)
=)

m

PP =N"hM (heZ)
=
1=]

Par addition des 2 expressions ci-dessus :

m m
(P'=P)+ (P"=PYy=D aiMi+ > biMi (weZ,bicZ)
=] =]

m
P o P=Sar+ by Mi (ai+bic7Z)
Fe
i=l
Et donc P est en relation avec P’ et P’ est en relation avec P” impliquent P est en relation avec P quels que soient P, P’ et P"” (transitivité)

On a alors la propriété suivante :

m

(P,F')y faisable = P —P=>aiMi (meZ) <= Pest éguivalent & F'
=
i=

(P.F") faisable = Pest équivalent & F'

Réduisons une configuration de solitaire en utilisant les régles suivantes d'équivalence sur tous les triplets du jeu (horizontaux ou verticaux) :

e (1,1,0) est équivalent a (0,0,1) : régle de base du jeu
e (0,1,1) est équivalent a (1,0,0) : méme régle symétrique

D'ou :
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o (1,1,0) - (0,0,1) = (1,1.-1) équivalent a (0,0,1) - (0,0,1) = (0,0,0)
e (0,1,1)-(1,0,0) = (-1.1.1) équivalent a (1,0,0) - (1,0,0) = (0,0.0)

Par addition :

o (1,1,-1) + (-1,1,1) = (0,2,0) équivalent 4 (0,0,0) + (0,0,0) = (0,0,0)

Exemple :

e (1,1,0) + (-1,-1,1) = (0,0,1) équivalent a (1,1,0) + (0,0,0)

e (0,1,1)+(1,-1,-1) =(1,0,0) équivalent a (0,1,1) + (0,0,0)

e (0,2,0)+ (0,2,0) = (0,4,0) équivalent a (0,0,0)
Etendons le triplet (0,2,0) :

e (0,0,2,0,0) est équivalent a (0,0,0,0,0) car (0,2,0) est équivalent a (0,0,0)
D'ou :

e (0.0,2) est équivalent a (0,0,0)
e (2.0.0) est équivalent a (0,0,0)

Nous avons les 5 régles élémentaires suivantes :

(1,1,-1) est équivalent a (0,0,0) (1)
(-1.1,1) est équivalent a (0,0,0) (2)
(0,2,0) est équivalent a (0,0,0) (3)
(0,0,2) est équivalent a (0,0,0) (4)
(2,0,0) est équivalent a (0,0,0) (5)

(2) + (5) implique (-1,1,1) + (2,0,0) = (1.1,1) équivalent a (0,0,0) qui est la propriété la plus représentative de la regle de 3.

Le chapitre 2 du document suivant de Bernard BARNEOUD illustre trés bien graphiquement ces équivalences : Bernard BARNEOUD - Solitaire-
v2.pdf
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Ces régles peuvent s'écrirent également sur un triplet (a,b,c) :

atb-c=0 (1)
-atb+c=0 (2)
b+b=0 (3)
ct+tc=0 4)
ata=0 (%)

Ou encore :
e ata=b+b=c+c=0
e at+tb =c¢
e btc=a

Exemple:a+tb+c=0,a+c=Db

Appliquons ces régles sur tous les triplets du jeu :

Les triplets (1,1,1) deviennent (0,0,0)

Les triplets (1,0,1) deviennent (0,1,0)

Les triplets (1,1,0) deviennent (0,0,1)

Les triplets (0,1,1) deviennent (1,0,0)

Les triplets (2n,2p,2q) deviennent (0,0,0), pour n, p, et q entiers quelconques

les triplets (2n+r,2p+s,2q+t) deviennent (1,s,t) pour n, p et q entiers quelconques et r, s et t appartenant a {0,1}

Le livre de Edouard LUCAS "Récréations mathématiques Tome 1 (2nde édition) 1891" a partir de la page 118 (Le jeu du Solitaire - cinquieme
recréation) explique la régle de trois en utilisant un langage imagg (si vous comprenez mieux par une explication verbale que par un joli graphique,
vous apprécierez) : vous pouvez le télécharger sur le site Gallica de la Bibliothéque Nationale de France http://gallica.bnf.fr qui le propose en libre
téléchargement (4 usage privé) : E. LUCAS - Récréations mathématiques -Tome 1 (2nde édition). J'en fais une copie (format PDF) sur ce site par
sécurité (et a mon usage privé) : E. LUCAS - Le Solitaire.pdf mais je vous invite a le télécharger sur le site Gallica de la Bibliothéque Nationale de
France qui elle seule possede les droits d'auteur (et de diffusion) de ce livre. Vous pouvez retrouver la liste des publications de Edouard LUCAS sur ce
site : http://edouardlucas.free.fr/gb/publi.html (voir la publication n°148 pour le livre Récréations mathématiques Tome 1).

La régle de trois a, d'apres le livre d'Edouard LUCAS, été imaginée par REISS et perfectionnée par HERMARY (voir page 118 et 119 pour les
références).
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Tous les pions peuvent étre regroupés un a un au centre d'un carré de 3 x 3 = 9 cases en remarquant par exemple que (1,0,0) est équivalent a (0,1,1) qui
est équivalent a (0,0,0,1) soit un décalage de 3 cases (vers la droite dans ce cas), ce qui permet d'atteindre de proche en proche le carré 3 x 3 au centre du
jeu (voir page 122 du livre de E. LUCAS).

Une fois le carré de 3 x 3 cases établi, on peut le réduire en un carré de 2 x 2 en utilisant les remarques suivantes (voir page 124 et 125 du livre de E.

LUCAS):
colonne a colonne b colonne ¢
a2 b2 c2 ligne 2
al bl cl ligne 1
a0 b0 c0 ligne 0

devient par addition de haut en bas :

e (colonne a) est équivalent a (colonne a) +a2 x (-1,1,1) = (a2,al,a0) +a2 x (-1,1,1) = (0,al+a2,a0+a2)
e (colonne b) est équivalent a (colonne b) +b2 x (-1,1,1) = (b2,b1,b0) + b2 x (-1,1,1) = (0,b1+b2,b0+b2)
e (colonne c) est équivalent a (colonne ¢) +c2 x (-1,1,1) = (c2,c1,c0) + c2 x (-1,1,1) = (0,c1+c2,c0+c2)

colonne a

colonne b

colonne ¢

ligne 2
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al+a2 bl+b2 cl+c2 |[ligne 1

a0+a2 b0+b2 c0+c2 ||ligne 0

devient par addition de droite a gauche :

e (ligne 1) est équivalent a (ligne 1) + (c1+c2) x (1,1,-1) = (al+a2,bl+b2,cl1+c2) + (cl+c2)x (1,1,-1) = (al+a2+cl+c2,b1+b2+c1+c2,0)
e (ligne 0) est équivalent a (ligne 0) + (c0+c2) x (1,1,-1) = (a0+a2,b0+b2,c0+c2) + (c0+c2) x (1,1,-1) = (a0+a2+c0+c2,b0+b2+c0+c2,0)

colonne a colonne b colonne ¢
0 0 0 ligne 2
al+a2+cl+c2 |[bl+b2+cl+c2 0 ligne 1
a0+a2+c0+c2 |[bO+b2+c0+c2 0 ligne 0

Nous voici avec un carré de 2 x 2 que nous pouvons réduire a un carré 2 x 2 rempli de 1 et de 0 en continuant d'appliquer les reégles précédentes :
e les triplets (2n+r,2p+s,0) deviennent (r,s,0) pour n et p entiers quelconques et r et s appartenant a {0,1}

Il y a donc 16 configurations possibles de carrés 2 x 2 : {(0,0,0,0),(0,0,0,1),{0,0,1,0),(0,1,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0),
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(1,1,0,0),(1,1,0,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1) répartis en 3 classes (voir page 127 du livre de E. LUCAS) :

e la 1ére classe avec un seul élément : {(0,0,0,0)}

e la 2éme classe avec 9 éléments : {(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,1,1,1) } qui dans la représentation du
carré 3 x 3 (a9 cases) se réduirait a un seul pion réparti dans les 9 différentes cases suivant les 9 éléments de cette classe.

e la 3éme classe avec les 6 ¢éléments restants : {(1,1,0,1),(1,1,1,0),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,0,0,1),(0,1,1,0)} qui dans la représentation du carré 3 x 3 (2 9
cases) se réduirait a 2 pions situés ni dans la méme ligne, ni dans la méme colonne du carré 3 x 3.

Nous en venons a la propriété importante de la régle de trois :

(P.P") est faisable si les positions réduites (carrés de 4 cases remplis de 0 et de 1) issues des positions de départ P et d'arrivée P’ sont identiques.

(st les positions réduites sont identiques, on ne peut rien conclure sur la faisabilité, par contre si elles sont différentes, on en conclu que (P,P") n'est pas
faisable)

Démonstration :

Notons F(P) la position réduite de P : carré de 4 cases remplies de 1 et de 0
La propriété a démontrer s'écrit :
(P.P') faisable ==> P est équivalent a P' ==> F(P) équivalent a F(P') ==> F(P) = F(P))

1) Démonstration de (P,P’) faisable ==> P est équivalent a P':

Cette propriété a déja ét¢ démontrée ici :

m

(P, P faisable = P'—P=> aiMi (meZ) < Pest éguivalent & F'
=
=

(P, FP") faisable — Pest équivalent & P

2) Démonstration de P équivalent a P' ==> F(P) équivalent a F(P') :
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P est équivalent a F(P) si :

m
FPY-P=>aMi (aieZ)
g

m

F(P) =P+ > aiMi (aicZ)
=
1=

On a vu justement que F(P) est la réduction de P par I'application d'une combinaison linéaire de mouvements Mi valides suivant le procédé de réduction
décrit précédemment.

Donc P est équivalent a F(P) (propriété vraie pour tout P si F(P) existe)

Par symétrie, F(P) est équivalent a P

De méme, P’ est équivalent a F(P')

Par transitivité : F(P) equivalent a P et P équivalent a P' et P' équivalent a F(P') ==> F(P) équivalent a F(P’)

F(P) équivalent a P est toujours vrai, P’ équivalent a F(P') est toujours vrai, donc F(P) équivalent a P et P' équivalent a F(P') est toujours vrai

Et donc : P équivalent a P' ==> F(P) équivalent a F(P')  (F(P) équivalent a P_équivalent a P' équivalent a F(P') ==> F(P) équivalent a F(P') )

De méme par transitivité : P équivalent a F(P) et F(P) équivalent a F(P') et F(P') équivalent a P'==> P équivalent a P’

P équivalent a F(P) est toujours vrai, F(P') équivalent a P’ est toujours vrai, donc P équivalent a F(P) et F(P') équivalent a P' est toujours vrai

Et donc : F(P) équivalent a F(P)' ==> P équivalent a P' ( P équivalent a F(P) équivalent a F(P') équivalent a P'==> P équivalent a P')

On a donc : P équivalent a P' <==> F(P) équivalent a F(P’')

3) Démonstration de F(P) est équivalent a F(P') ==>F(P) = F(P') :
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Il y a bien qu'une seule forme réduite F(P) pour tout F(P) équivalent a F(P’)

Démontrons cette unicité de la position réduite F(P) pour tout F(P) équivalent a F(P’) :

Soit :
o 0 0
F(Py=|a1 & 0O lane {01}, mef0llboei0llbie]0ll
ao bo O
0 0 0
F(PY=|a1 &1 O lanei{0llarel0llbioein1lb1ein 1l
a'n bB'o 0
- HeZ,
F(P) et dquivalent & F(PNS F(PI-F(P) =" xid anc| 01}, ens| 01} boe {01 be}|nl]
=1 ave|0ljare| 01} k0e |01, E1e0,1]
0 0o 0o 0 a m e,
FiPyest dguivalent a F(PY<= a1 &1 0|-|am & 0= xis Q‘DE{ IZI,I:L aleI:D,l:I,E:'uEI: D,I:I,bleI:D,I:L
a'n Bo 0) law B o0) * atelD a0} ei01) (01

Il y a m=12 mouvements Mi valides dans un carré 3 x 3 (de 9 cases) :

- 11 -1) -1 1 1y (o0 0] o0 o0 00 0 o0 0

Z_x:‘M:exlD 1] 0 [+ xz{ O 0 0Of+=xxf{1 1 =1]|+x¢/-1 1 1|+ 250 0O 0 [+ xs O 0 o
il

! 00 o) 1] 0o 0 0o 0 o) 1] 0o 0 1 1 -1 -1 1 1

f10 -1 0 07 01 0y 0 -1 10 oo 1 oo -1

+ x7| 1 0 0+ x| 1 0 0+ x| 0 1 0+ xw|0 1 0f(+zxn0 0 1 |+ x2|0 0O 1

-1 0 0, 1 Iy 0 -1 0} 1] 1 1] oo -1 o 0 1
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I Xl— X1+ X7T— X8 X4+ X214 Xo— XW  — X1+ X2+ Xl1— X2

ST miMi= | X3 X4+ XTHXE K34 X4+ X9 AW — K34 X4+ XN+ A1z | (me D)
inl

Xi— Xé6— X7+ X8 Xi+ X6— X9+ X10 Xi+ x6— X1l + X112

o 0 0 0o 00 Tl— X2+ XF— X8 M+Xa+X9—X10 — X412+ x1-x12

FUPyast dguivadent & FIPY = a1 B O|—|a B 0|=|GE—X4+ 27475 X3+ X4+X04+ X0 — X3+ X4+ X114+ T12
at ko 0 o bo 0 IS—T6—X74+ T8 IS5+ T6— T84 10 —X54 X6— X114+ K2

1] 0 1] Tl— X2+ X7— %% X1+ T2+ re— X0 — X1+ X2+ rl— 112

FUFY est équivadent & FUP = | al-a1 b-I O|=|x3— x4+ 27+ X8 X3+ X4+ X9+ X0 — I3 + X4 + X114+ X12
ad'o-cn Bo-bo 0 IS—X6— X7+ I8 XI5+ X6—T94 X0 — IS5+ 06— X1+ 12

0-(m—m+x—2m) I-i{m+m+m-—man  0-{-m+x+xa1-na2

0
F{F estédquivalent & FIPN S| a'l-al-ce—x+x+m) Bi-b-m+m+m+nan 0-{—o+m+xxan|=|0
0

@o-@u-xs— -2+ 28 Bu-Bo-cxs+ xe— e+ xo) D—-{—x+ - 2+ xa)

— A+ X2-AT+ B — Al - A= 29+ A10 Al-A2=-A11+ A2

o 00
F(P) estéguivaleni d FIPN S| al-a-m+m-x-m Mi-b-m-m-»m-x0 m-xm-z-xz|(=|0 0 0
ai-an-meme - Eh-b-m-oxem-z0 x-xeemi-zmz) 0 00
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WE 2,
an e {01}, e {01} boe {01}, b1= {0,1],
ae {0l},ae{01]b0e {01}, {01}

WE &,
aoe {01}, ene {01} boe 01, e (01},

ane ::D,I::,Q'IE ::I],l:l,b'ue ::D,l::,b'lE ::D,l::

0 Hed,
0 ane|lllame|lll o el ell]
o) a'ne ILEI,IZL a1e ILEI,IZL Bhe ILEI,I:L bhe I:EI,IZI

HEL,
a0, ael01], 20 (01, e |01,
abellllatel0llsoel01, 2 el

18/09/2005



Solitaire Page 24 sur 118

—n+mxm-—x+m=0
—n-m-xm+ro=10

n—xa—m+mn=0

agl—am—mtxe—xr—xa=0 HEL,
PP estégquivalentd FIPVSb 1 -b—m—m—mw—xo=0¢ = :;U,l::,ﬂl £ I:U,l::,f:-u £ I:U,l:l,fz-l £ I:U,l::,
m—m—xn—mz=0 alae 01l at el 2h el el0l]

a—a—xs+xt+rr—xa=0

a—fn—xi—x+axm—x0=0

x—xe+xi—ma=10
Soient L1,..,L9, les 9 lignes du systéme linéaire :

—nt+m-—x+x=I0 111

-—n-xm-x+xo=0 La
r—xi—xu+mnz=0 Vi
al—m—m+xe—xi—xm=0]1ls HE X,
F(P) est égquivalent d FIPN b 1-h-—m—xi—xo—x0=0¢Fs a0 e ::U,l::,cll (S I:U,I:I,E:'u (S I:U,l::,bl (S I:U,l::,
moxs—ai—xe=0 I ane|01a1e (0,15 e01],51e(0.]]

ao—ao—ms+x+rr—xa=0|1s

Eo—bo—xs—z+m—rxo=0| [

i—xs+xn—zxz=0 Ll

Appliquons les combinaisons linéaires suivantes sur les lignes du systéme :
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AP a5t dquivalent & AP < aB1-0- 53— —-20—-2— 20— 70+ 20+ 21— 20— A4 02+ 8- -1 a2=0
T-m-n1-m=10

—n+x-x+x=10
-—n-x-x+ =10
Xl— xz—xu+ xnz=10
al—-a—- 2xr— 2xn=10
FUF g5t dquivalent & F(P S b1-b1—2x4— 2x0 - 2xm - 2m=10;
mox—-xu—xu=10
a'v—ao=10
Bi—bo—-2xe—-2m=10

Is—x64+ - x1a=10

En particulier :

al—a1—2xr—2x1u1=10
Bhli—b1— 23— 2xo—2xm—Z2xn=10
F{ Py est équivalent ¢ F({ PN =

ai—ao=10

Bo—bo—axs—2x =1

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html

—n+m-x+k=0
—x-xm-m+xno=0
H-m-nnnz=0

Bt T e N e L e T R e B W e L R N AR e R b e b |

G- — X+ AT B A4 A - AN A2+ 3B+ a1- az=10
- -+ - RNo- - -4 A+ - - A A -+ a-ni=0|leeJat fat Fat Do

m=35+a1—-n2=10

f1e101
foeJia
laseta
fae—Jav D+ iz+ s
plse—fs+ fo+iz+ s
foe—1is
Lre—lov L+ B+ fo

foe—Ta

XEr,
aneillare (0l oelD ], el
aellla1e01,80e(0lLd1e0l]

e E,
a0l ae {01 boel0]], e 01,
aoel0llahel0l]poel0llthelnl
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@' = a1+ 20x7 + x11)
= bt 2( ) XE Z,
1= b1+ 2({x4 + 20 + X2+ 211 o L o o
aone 0,110,180 (0,1}, 10,1},

aoelllare D101}, 21 (0,1

F( P est dquivalent & F(P = )
@'n = @

Blo=bo+ 2{xe+ x2)

T=a1+2
@izdiTep pELGgEL rEL,
_ bl=8+2g L T L L
F (P est équivalent ¢ F(F) = . an < 01,a1ei0,1j, 20 {011,512 0,1},
an=a a'oe(01lahe (01 b0 a0 e (0]
bru — E:'l:l + 2.?" \ E, \ E, \ . L r

Donc al et a'l ont la méme parité, b1 et b'1 ont la méme parité, a0 et a'0 sont égaux et b0 et b'0 ont la méme parité.

reZaellllare(lll=a1=a1+2pec{lll= p=1
ge Z.bh1e (011 bhe (01=b=b1+2ge{0l|= g=10

re Z,boe -::D,l::,b'ue -::D,l::::> Po=bo+ 2re -::D,l:::> r=10

a'l=al
o ) Bhi=1 anel0l, el bos|01,b1e(0,1],
F(P)est éguivalent a F(P)=< J P
@'n = ao abheillieheilli,doeil]] 20,1
b=t

o oo (0 00

FU Py ast dguivadent d P =|a I 0|=|&1 1 0|=FF=FF

an ko 0 g B 0

ane {01 ae {01}, boe {01, e {01},
aoe (01}, a1 {01}, e {01, 50101}

F (P est équivalent ¢ F(FV=F(P=F(F"
L'unicité est ainsi démontrée.

Démonstration similaire en calculant les solutions du systéme (rappel d'algébre linéaire)
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On a donc bien : F(P) est équivalent a F(P') ==> F(P) = F(P’)

Plus simplement, dans livre de E. LUCAS pages 125 et 126, il est démontré 1'unicité de la position réduite F(P) pour tout F(P) équivalent a F(P'), en
remarquant que les nombres dans les 4 cases du carré de la position réduite, garde la méme parité quelque soit le nombre de coups joués en suppléement,
dans le carré 3x3 (ce qui revient au méme que la démonstration précédente).

Remarquons que F(P) = F(P') ==> F(P) est équivalent a F(P) et F(P) = F(P') ==> F(P) est équivalent a F(P') (car F(P) est équivalent a F(P) est
toujours vrai : réflexivité)

Etdonc : F(P) = F(P') ==> F(P) est équivalent a F(P’')

On a donc : F(P) est équivalent a F(P') <==> F(P) = F(P')

De 1), 2) et 3), on en déduit que :
(P.P') faisable ==> P est équivalent a P' <==> F(P) équivalent a F(P') <==> F(P) = F(P))

Donc (P,P’) faisable ==> F(P) = F(P')

La propriété est ainsi démontrée :

(P.P’) est faisable si les positions réduites (carrés de 4 cases remplis de 0 et de 1) issues des positions de départ P et d'arrivée P’ sont identiques.

(st les positions réduites F(P) et F(P') sont identiques, on ne peut rien conclure sur la faisabilité, par contre si elles sont différentes, on en conclu que
(P,P") n'est pas faisable)

La régle de trois avec la théorie des groupes (voir aussi pour une 1ére approche : http://www.cut-the-knot.com/proofs/PegsAndGroups.shtml) :

Soit G un ensemble de 4 éléments {a,b,c,e} vérifiant cette table d'addition :

e ata=b+tb=ct+c=c¢e
e atb=c
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e atc=b
e btc=a

Cet ensemble G est donc un Groupe commutatif (dit abélien), avec e comme élément neutre (voir la table d'addition "Cayley table" sur http://www.cut-
the-knot.com/proofs/PegsAndGroups.shtml).

: .78
Soientg, g,:Z°> = G
g,(1,)) et g,(i,j) sont deux fonctions qui associent aux coordonnées (i,j) d'une case du Solitaire un €lément de G telles que :

a si(i+ )= 0(mod3) asi(i—H=0(mod3)
gi(i, =< bsi(i+jH=1(mod3) g2i, =4 bsi (i—H=1(mod 3)
c si(i+)=2(mod3) ¢ 5i(i—H=2(mod3)

Cette figure represente g, (i,)) et g,(i,)) au Solitaire anglais :

olalh zlalh
hic|a alh|e
hiclalbfc|alh MEREHEEE
albfc|alh]c|a alblc|alblc|a
clalble|alb]e hic|alb|c|alb
albfe hic|a
clalb clalb
gLy g2(L])

Par exemple :

g,(0,0)=a, g,(0,0)=a
g,(-1,-3)=c, g,(-1,-3)=c
g,(1,3)=b, g,(1,3)=b
g,(3,1)=b, g,(3,1)=c
g,3,-1=c, g,(3,-1)=b
g,(1,-3)=b, g,(1,-3)=b
g,(-1,-3)=c, g,(-1,-3)=c
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g]('37' 1)=C, gZ(_39'1)=b
gl(_3>_1):b> gz(-3,-l)=C

Pour n'importe quel type de Solitaire S < Z2, on définit alors la fonction linéaire (,J telle que :
O:75 = G2
e > (g(1.); gy(1)

G? est I'ensemble des 4°=16 couples (g,,2,) : {(a,a),(a,b),(a,c),(a,e),(b,a),(b,b),(b,c),(b,e),(c,a),(c,b),(c,c),(c,e), (e,a),(e,b),(e,c),(e,e)}.

€ est le (i,j)éme vecteur unité dans RS, clest a dire que ¢; ; représente une configuration avec un seul pion dans la (i,j)éme position.

Par exemple :

e ¢, ;=¢,=(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) si le pion en haut a gauche du Solitaire anglais est la premiere

composante du vecteur.
e ¢, = ¢7=1(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) si le pion du milieu est la 17¢me composante du vecteur sur les 33 du

Solitaire anglais.

En conséquence, Si=(p{,P5,P35++Ppy25Ppy-1-Ppy)
P

:(pipj15pi2:j2api37j3>'"5pin_2ajn_25pin_1:jn_15pin’jn) et ek = eik’jk pour k = 1,...,11
alors P=Py € TPy € T P3 €3+ .. TPy 5 €0 T Ppg €y TP, &
=Piay €1y T Piy; €lhy T Py gy T e T Pi s €1y TP Sl pdng T P, S,
Etdonc : p(P)=)(p; )+ Py eyt P3est ot Py p €5t Py €y TP, €
=p; (e)) + Py (ey) TPy D+ . + P, (e, 5) TP, D, ) T D, (De,)
=P, ﬁ{}(eiph) T Py, ﬁ{}(eizajz) T Pizds ﬁ{}(eiyh) T T Plndn, ﬁi‘(ein_z’jn-z) T Pl o (Ii}(ein—l’jn—l) T Piyd, (ll:ll}(ein’jn)
QP=>" by (g,G0d) g5(0)
ijes
Pour la configuration initiale du Solitaire anglais avec un pion au centre Py =e¢, = ¢ :

>
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(Ib(PO) (a,a) et pour le complémentaire de P, :
OPY=d( - ¢y o) = O(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

=(c,c)*(a,a)H(b,b) + (b,a)yt(c,b)t(a,c) + (b,c)t(c,a)H(a,b) + (b,c)t(c,a)H(a,b) + (b,c) + (a,a)+(b,b)H(c.c) + (b,b)H(c,c)t(a,a) + (c,b)*(a,c)H(b,a) +
(c,b)*(a,c)+(b,a) + (c,b) + (a,b)+(b,c)*+(c,a) + (c.c)+(a,a)+(b,b)
=(ctatb + b+cta + btcta + b+c+a + b + atb+c + b+ct+a + ctatb + ctatb + ¢ + atb+c + ctatb,
~ ctatb +atb+c + ctatb + ctatb + ¢ + atb+c + b+ct+a + b+cta + b+ct+a + b + b+c+a + ct+atb)
DPH=0+0+0+0+b+0+0+0+0+c+0+0,0+0+0+0+c+0+0+0+0+b+0+0)=(b+c,ctb)=(a,a)

La configuration pleine du Solitaire (tous les pions dans les trous) est définie par :

OM) = GLL..D) = 2 D) = 2 (g, gi)

ined . ies

(Ib(l) = (I.:"}(P) + ,b(?) pour n'importe quelle configuration P.
Donc pour le Solitaire anglais, (Ib(l) = (Ib(eo ot 1-¢e50)= ‘\’Ib(e0 o)t (Ib(l -¢0) = (a,a) t (a,a) = (ata,ata) = (e,e)

Pour n'importe quel mouvement valide M = (0,...,0,-1,-1,1,0,...,0) ou M = (0....,0,1,-1,-1,0,...,0), on a :
(ID(M) = (p(oa'"aoa_la'l71907“'70) = (ID(_ ei - ei+1 + ei+2) = (p(el+2) - (p(el + ei+1) = (e,e)
Ouflb(M) = (Ib(oa'"aoal7'19_1907“'70) = (Iﬂll}(el - ei+1 - ei+2) = (fb(el) - (Iﬂll}(el-i-] + ei+2) = (eae)

Ces derniéres relations nous donnent la regle de trois d'apres la définition de la faisabilité :

Une condition nécessaire a un couple de configuration (P,P’) pour étre faisable est que (i}(P’-P) = (e,e), c'est a dire que P'- P = Ker((ll{}) ou encore
O(P) = H(P).
En effet,on a:

k
(P,P'") faisable ==> P'-P = ZMi (k est le nombre de mouvements nécessaire pour aller de P a P')
i=1

It
—> QP-P) = OO M)
i=1
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i
=> Q(P-P)= D M)
i=1
(P,P") faisable ==> (Ib(P'-P) = (e,e) car (Ib(Mi) = (e,e) pour tout M. valide.

Une application immédiate de la régle de trois au Solitaire anglais est que les seules configurations P a 32 pions pouvant aboutir a la configuration
finale P'; avec un pion au milieu sont ces 5 configurations :

LaLIL & @ LI LI LI
LILIL LI LI L)L) LIL AL
LILIL AL LAt LILIL L AL AL LIL LI L AL AL ] LILIL L L L ) LILAL L L L )
&8 e |[&Ee LI IL LI LIC LI L LI IL e L & (0806
LRt L i LILIL LI LILIL L L L) LILIL L L L ) LILIL L L L )
LILIL ) LIL L) LIL L) LIL AL LIL AL
LI LI L) LI L) o |@ LJL L)
E, P, P, P, By

De méme, les seules configurations finales a 1 pion qui peuvent €tre faisable a partir de la configuration initiale P, sont ces 5 configurations :

By B 12 B E

olalh zlalh
hic|a alh|e
hiclalbfc|alh MEREHEEE
alblc|alh]efa alblc|alblcfa
clalble|alb]e hic|alb|c|alb
albfe hic|a
clalb clalb
gLy g2(L])
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Néanmoins, la regle de trois ne peut pas affirmer que (Py,P'y), (P|,P'y), (P5,P'), (P5,P')), (P4,P'y) et (Py,P')), (Py,P'5), (Py,P'5), (P(,P'y) soient faisables
mais elle affirme que tous les autres couples de configuration (P,P'y) et (P,,P') ne sont pas faisables car Q{)(P)—?‘—'(a,a) et Q"}(P‘)i(a,a).

On sait apres calculs que ces 9 couples de configurations sont faisables :

o (Py,P'y) posséde méme 40 861 647 040 079 968 solutions !
o (P, P')).(Py,P'), (P3,P'), (P4,P')) possédent tous le méme nombre de solution a savoir 40 861 647 040 079 968 / 4, puisque si vous regardez

bien, en jouant un seul mouvement (coup) avec Py, Py, Py, P3, P, vous vous retrouvez avec ces 4 configurations symétriques par rotation :

e De méme (P, P')),(P(,P'), (Py,P'5), (Py,P',) possedent aussi tous le méme nombre de solution égal a 40 861 647 040 079 968 / 4 puisque ces
couples de configuration sont les problémes complémentaires des couples précédents.

Le nombre de solutions de ces 8 derniers couples de configuration est le quart du nombre de solution de (P,P')), car P, a 4 choix possibles au premier
mouvement alors que les plateaux P, P,, P5, P, n'ont qu'un seul choix au premier mouvement ainsi que P'; P',, P'5, P!, avec des mouvements inversés :
Leibnitz et le Solitaire inversé.

Une autre démonstration du probléme de faisabilité des 5 configurations P'O, P'l, P'2, P'3, P' 4 a partir de P, se trouve ici :
http://www.cut-the-knot.com/ctk/RL-modes.html

D'aprés la regle de trois : (P,P') faisable ==> (H(P")=()(P)
Donc: (P,P) faisable ==> ((P)=¢H(P)
B —> HP) + HP) = H(P) + G(P) = (e.e)
(P,P) faisable ==> ¢)(P) + ()(P) = (e,e)
(P,P) faisable ==> (1) = (e,e)

Cette derniére relation nous donne cette propriété :
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Pour n'importe quel type de Solitaire S, une condition nécessaire pour qu'un couple de configurations (Pj) soit faisable (ﬁ =1 -P) est que
O(1) = (ese).

Une application immédiate de cette propriété est que tous les couples de configuration complémentaires (P,P) ne sont pas faisables avec les types de
Solitaire S vérifiant (2(1)#(e,e) comme le Solitaire frangais par exemple.

La contraposée de (P,P) faisable ==> (Ib(l )=(e,e) est :
@(1)#(e,e) ==> (P,P) non-faisable

Et en effet, au Solitaire francais, (ﬁ(l)Z(a,a)i(e,e) :

clalh clalh
alhlcfalb olalblz]a
biclalblclalb clalbfc]alble
alblelalh]ela alhlo|alhlel|a
clalblz]alh]e hic|alhlcfalb
clalhlc]a alblc|alh

zlalh zlalh

glif) g2(L])

Au Solitaire frangais, il n'existe donc aucun chemin entre un plateau et son complémentaire et donc le jeu du Solitaire francais classique consistant a
partir du milieu pour arriver au milieu n'a pas de solution non plus (cf. ici pour une autre démonstration dans le cas du Solitaire frangais classique).

La régle de trois a quelques autres propriétés intéressantes comme savoir si une configuration quelconque P peut aboutir a une configuration P' avec un
seul pion, quelque soit I'emplacement du pion.

Si P' est un plateau avec un seul pion, (Ib(P') € {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)} :

GEF=aa  OP)=ab) QEac QEF=bE  OE=bbE QOE=bG OFECca QE)=Eh QEY=Co
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Si P est un plateau quelconque et P' est un plateau avec un seul pion : (L}(P‘) £ {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)}
(P,P') faisable ==> ()(P)=()(P")
donc (P,P') faisable ==> ()(P) € {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c.a)(c,b),(c.c)}

On en déduit que si (;"}(P) n'appartient pas a {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)}, (P,P") n'est pas faisable :

Si P est un plateau quelconque et P' est un plateau avec un seul pion, il suffit que (Ib(P) = (e,g) ou (Ib(P)=(g,e) quelque soit g = G = {a,b,c,e} pour
que (P,P') ne soit pas faisable.

De méme, le probléme complémentaire nous donne pour tous les types de Solitaire S ou (ﬁ(l)Z(e,e) comme le Solitaire anglais avec P' un plateau avec

un seul pion :

O -P) = (1) - PP = (e,e) - P(P') = G(P') + D(P") - O(P') = (O(P)

Donc tous les plateaux a n-1 pions (32 pions au Solitaire anglais) vérifient aussi :

(ﬁ(l-P‘) £ {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)}

Et donc les couples de configurations (P,P') avec P a n-1 pions et P' quelconque ne sont pas faisables si (;"}(P‘)Z(e,g) ou (;"}(P‘)Z(g,e) quelque soit

g=G={ab,c.e}.

Fonctions en Pagode (armée infinie de pions) :

Pour présenter les fonctions en Pagode, rien de mieux que le probléme de l'armée infinie de pions illustré dans le Livre de John H. Conway.

Le plateau est tout I'espace Z2 (un plateau infini en quelque sorte).

On imagine le demi-plan inférieur rempli de pions :
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On souhaite envoyer un pion éclaireur le plus haut possible.
Intuitivement, on pourrait penser qu'avec cette infinité de pions, on pourrait aller trés haut :

Pour parvenir au niveau +1, 2 pions au minimum sont nécessaires (un pion est alors enlevé du plateau) :

Pour parvenir au niveau +2, 4 pions au minimum sont nécessaires (3 pions sont alors enlevés du plateau) :
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Pour parvenir au niveau +3, 8 pions au minimum sont nécessaires (7 pions sont alors enlevés du plateau) :

A t-on besoin de 2" pions au minimum pour atteindre le niveau n :

Non, puisque pour parvenir au niveau +4, 21 pions au minimum sont nécessaires (20 pions sont alors enlevés du plateau) :
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Et pour le niveau +5 ?
Le niveau +5 est inatteignable !

Démonstration :

Soit une fonction F(x,y) qui attribue un réel a tout emplacement rempli (x,y) du plateau.

Cette fonction est dite en Pagode si elle a la propriété que la somme de F(x,y) sur tous les emplacements avec des pions ne peut augmenter aprés un
mouvement valide M.

Si on considere le mouvement valide M qui transforme le triplet T en T', on a M = T'-T.

Si on note F(T), la somme des F(x,y) sur le triplet T et M = T'-T, un mouvement valide :
on a F(MM) = F(T'-T) = F(T") - F(T)

Soit (P,P') un couple de configurations de plateaux (P plateau initial, P' plateau final)

On note F(P) = Z F(x,y), somme sur tous les emplacements de P avec des pions.
3

et F(P'") = Z F(x,y), somme sur tous les emplacements de P' avec des pions.
=

Supposons que (P,P") soit faisable :

P'=P+2Mi

La fonction F est donc en pagode si pour tout (P,P") faisable :

F(P') < F(P)

FP+ >, M) <F(P)
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Zp: Fexy)+ >, FM) < Zp: F(x,y)

Donc si :

> FM) 0

En particulier si :

F(M,) €0

On pose F(x,y)=s™"lY], avec s réels a déterminer.

Vérifions que F(x,y) est une fonction en Pagode et pour quelles valeurs de s :

Les valeurs prises par |x|+|y| dans la plan sont représentées par ce graphique :

L)

| lad b L | e

| lad b L | e

o i B e B L) | e

o i B e B L) | e

e et b e | O e b | Lt | e

Imaginons maintenant un mouvement M horizontal, il y a donc 3 cas :

Les mouvements a gauche du plan :
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e SiT=(1,1,0) et T'=(0,0,1)
M=T-T = (-1-1,1)
F(M) £0
Sj - sn+2 _ sn+l +s"£0

e SiT=(0,1,1) et T=(1,0,0) :
M=T-T = (1,-1-1)
F(M) £0
Si Sn+2 _ Sn—‘rl -0

Les mouvements au milieu du plan :

e SiT=(1,1,0) et T=(0,0,1) :
M=T-T = (-1-1,1)
F(M) < 0
Si_sn-‘rl -Sn+Sn+l £0
Sis"z0

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html
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e SiT=(0,1,1) et T'=(1,0,0) :
M=T-T = (1,-1,-1)
F(M) £0
Sis™ogn-gttlgg

Sis"z0

Les mouvements a droite du plan :

= |t fb [ | e
]
=

e ) b e | |t B ) | e
o et B e b e |

n+1 [ n+2

e Si T=(1,1,0) et T=(0,0,1) :
M=T-T = (-1-1,1)
F(M) £ 0
Si-g"- Sn—‘rl + Sn+2 £0

e SiT=(0.1,1) et T=(1,0,0) :
M=T-T=(1-1-1)
F(M) £ 0
Sish - Sn—‘rl _ Sn+2 0

En regroupant toutes ces inégalités et en remarquant que pour les mouvements verticaux, ces inégalités sur s sont identiques, on a :
(1) _ SI’I+2 _ SI’H‘l + Sns; 0
(2) sn+2 _ Sn—‘rl =0

(3)s" 0

En sommant les 2 premicres inégalités (1) et (2), on obtient : s" 20
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donc s xs"z0

or d'aprés (3)s" 0
donc :

(3')s20

(1) et (2) s'écrivent aussi :
s"(-s2-s+1)£0
s"(s2-s-1)50

Puisque d'aprés (3) s" =0
(1) -s>-s+1£0
(2)s2-s-150

Ou encore :
(1)s2+s-120
(2')-52+s+1}30
(3Y)sz0

F(x,y) = sXI*¥l est donc une fonction en Pagode si s appartient a l'intervalle : {

On choisit s = +/5—1
2

Remarque :
«.EH est le nombre d'or

-fil_ 1 _aBH

N ST E)
2

s est la solution positive de 1'équation s
entiére Z F(x,y) = z sy
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+s-1=0 et|s| aune valeur inférieure a 1, ce qui aura son importance pour avoir la convergence de la série
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Maintenant, considérons ce graphique en forme de Pagode inversée (c'est donc de la que vient le nom de fonctions en Pagode) :

[wofea[]o]

0] 9 &

=]
=]

10

O D |00 | =
(=]
(=
)

—
)
/=]

—

O D |00 | =

—

O o |00 | = O
O o |00 | = O

[

o 0D (00 | = [ e | e

—

L'origine (x,y)=(0,0) du Plan est au 5éme niveau qu'on souhaiterait atteindre.

Calculons la somme de F(x,y) sur le demi-plan inférieur (en dessous du niveau 0, niveau 0 compris) :
_810 S9 SS S7 S6 SS S6 S7 SS S9 S10
S10 s9 s8 S7 s6 S7 S8 s9 S10
J09 8 7 8 9 (10
J0 9 8 9 (10
109 (10
S10 .

DoncZF(X,y)=s5+3s6+5s7+7s8+9s9+11s10+...+(2n+1)s“+5+m

Cette série enticre est égale a :

ZF(x,y) = i{bﬂﬂjs?ﬁ_ﬂ = Qi(znm s = Eﬁi e+ ;i 5"
xn=0 n=0 n=0 =0
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La série enticre est donc bien convergente (Rayon de convergence égal a 1) avec s bien compris entre -1 et 1.

Donc :

FEt donc :

EF(X:J’): 2*95 ((1_15)2 -

51 _ §(1+8)
-5 (l-s)?

s

Page 43 sur 118

Donc Z F(x,y) = S+3s0+57+78+9 +11s10+ .+ 2n+1) s"*3 + ... a une valeur limite égale a 1 mais est toujours inférieure a 1.

La configuration initiale P (tout le demi-plan inférieur) est telle que :

FP)= / Fxy)=1

Regardons les configurations finales P' qui ont au moins un pion au niveau 5 en (0,0) :

FP) = D F(xy) 2 ) F(0,0)=sOH0 =0 =

F(P") = z F(x,y) = 1
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F étant une fonction en pagode, (P,P') est faisable si :

F(P") = F(P)

or F(P)=1"etF(P") =1

Donc F(P') > F(P)

Et donc les configurations (P,P') ne sont pas faisables.

Cette inégalité (introduite par cette Pagode inversée) prouve donc que le vecteur différence est a I'extérieur du cone du Solitaire et donc que les couples
de configurations (P,P') sont infaisables.

Le niveau 5 est en conséquence inatteignable car quelque soit I'emplacement au Séme niveau choisi comme origine (0,0) dans le calcul, par translation a
gauche ou a droite (sur I'abscisse x donc) on obtient le méme probléme et donc le méme résultat :

Soit P un plateau infini ayant le demi-plan inférieur rempli de pions :
Toutes les configurations (P,P') avec P' ayant au moins un pion au niveau 5 (et peut étre ailleurs) ne sont pas réalisables.

Remarque : s, $2,83,...,s" peuvent €tre mis sous cette forme également (suite de Fibonacci) :

s2=_-s+1

s3=s(52)=-sz+s=-(-s+1)+s=2s-1
st=s(s?)=s(2s-1)=2s*-5=2(-s+1)-s=-3s+2
P=s(s)=s(-3s+2)=-3s2+2s=-3(-s+1)+2s=55s-3
f=5()=s(55-3)=5s2-3s=5(-s+1)-3s=-8s+5
S7=S(S6)=S(-88+5)=-852+SS=-8(-S+1)+SS=13S-8

Coéne du Solitaire (fonctions en Pagode) :

On a vu ici la définition de la faisabilité : (P,P") est faisable si P'-P est la somme de mouvements valides.

On va s'intéresser ici aux sommes de mouvements quelconques valides ou non, comme si on autorisait des nombres positifs et méme négatifs de pions
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dans les trous.

On impose néanmoins que les mouvements doivent rester soustractifs, c'est a dire qu'on garde 1'esprit du jeu initial : un mouvement entraine un pion en
moins ou plusieurs pions ici (pas comme Leibnitz et le Solitaire inversé). On refuse donc les mouvements additifs qui augmentent le nombre de pions a
la place (cf. Lattice criterion (critére étendu de la régle de trois)).

On appelle le jeu original le jeu {0,1} dans le sens que toutes les configurations intermédiaires entre P et P' appartiennent a {O,I}S, c'est a dire que les
configurations intermédiaires ont 0 ou 1 pion dans chaque trou. On dit alors que (P,P") est faisable ou {0, 1 }-faisable.

On s'intéresse ici au jeu entier ou Z-jeu dans le sens ou toutes les configurations intermédiaires appartiennent a Z5, c'est & dire que les configurations
intermédiaires ont alors un nombre entier positif ou négatif de pions dans chaque trou.

m
Par définition, on dit que (P,P') est Z-faisable si P'-P ECS={Zai M;: afE N}
i=1

M; ¢tant le iéme mouvement des m mouvements valides de S (m=76 au solitaire anglais).
ECS est le cone entier du Solitaire, c'est a dire I'ensemble des combinaisons linéaires de tous les mouvements valides avec des scalaires entiers non-

négatifs.

On a alors cette proposition immédiate (cf. définition de la faisabilit€) :

Une condition nécessaire pour qu'un couple de configuration (P,P') soit faisable est que P'-P € EC S

En effet si (P,P') est faisable, P'-P est décomposable en somme de mouvements valides inclue dans 1'ensemble des combinaisons linéaires de
mouvements (avec des entiers positifs) ECS.

On peut étendre I'ensemble des combinaisons linéaires de mouvements non plus avec des entiers positifs uniquement mais avec des réels positifs, on

autorise alors en quelque sorte des configurations intermédiaires avec des fractions de pions négatives ou positives dans les trous. Ce jeu, on 'appelle le

jeu fractionnel ou R-jeu puisque les configurations intermédiaires appartiennent alors toutes a RS
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m
Par définition, on dit que (P,P') est R-faisable si P'-P = CS={Zai M;: aE R+}
i=1

M., étant toujours le iéme mouvement des m mouvements valides de S (m=76 au solitaire anglais).
CS est le cone du solitaire, c'est a dire I'ensemble des combinaisons linéaires de tous les mouvements valides avec des scalaires réels non-négatifs

(positifs ou nuls donc).

La terminologie du cone est empruntée de 1'algebre linéaire (et de la géométrie bien-sir pour visualiser), le cone étant un sous-ensemble de vecteurs C
tel que si x £ C alors a x € C pour tout a € R.

De méme que précédemment, on a alors la proposition immédiate importante (cf. définition de la faisabilité) :

Une condition nécessaire pour qu'un couple de configuration (P,P') soit faisable est que P'-P = CS‘

En effet si (P,P') est faisable, P'-P est décomposable en somme de mouvements valides inclue dans 1'ensemble des combinaisons linéaires de
mouvements avec des entiers positifs ECS, ensemble lui-méme inclus dans I'ensemble des combinaisons linéaires de mouvements avec des réels

positifs CS :

Donc si (P,P') est faisable :
P'-P e ECS - CS

Le but est alors de trouver des fonctions ou inégalités qui démontrent que P'-P & CS’ ce qui suffirait a prouver que (P,P') n'est pas faisable.

Ces inégalités vrais pour CS et fausses pour P'-P prouvent que (P,P') n'est pas faisable.

Ces inégalités sont aussi appelées fonctions en Pagode :
Elles démontrent comme dans le probléme de I'armée infinie de pions que P'-P & CS’ le vecteur P'-P est en dehors du cone du Solitaire et donc (P,P'") est

infaisable.

Pour cela, on définit les facettes de CS comme l'ensemble des vecteurs f tel que le produit scalaire f.x soit négatif ou nul :
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f.x £ 0 pour tout x £ CS

En particulier, si x € CS et f est une facette de CS alors f.x % 0.

Et la contraposée donne donc :
Sif.x >0 alors x & CS ou f n'est pas une facette de CS'

Ou encore :

Si f.x > 0 avec f une facette de CS alors x CS Z ECS Z {O,I}S, c'est a dire que x n'est pas {0,1}-faisable.

Si x=P'-P et f est une facette de C S, on a alors la fonction en Pagode ou l'inégalité f.(P'-P) > 0 qui traduit la non-faisabilité de (P,P') si l'inégalité
est réalisée.

Exemple d'une facette f du Solitaire anglais :

11] 8] 3
T 52
4 04 3 1 3f-1
EEFR BN
o1 10 -1
11
-1 0f-1
f
Voici un couple de configurations (P,P') :
e[el®
o D
ole] [o[e[e]e .
elele(o(e]e]e
N000000
000
000
P P
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Calculons le produit scalaire f.(P'-P) :
f=(11,8,3,7,5,2,4,0,4,3,1,2,-1,3,0,3,2,1,1,0,1,0,1, 1,0, 1,-1,2, 1, 1,-1, 0,-1)
(P-P)=(1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0)
-(0,0,0,0,1,1,1,1,0, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1)
=(1,1,1,1,-1,-1,-1,-1, 1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1)
Donc f.(P'-P)=11+8+3+7-5-2-4-0+4-3-1-2-(-1)-3-0-3-2-1-1-0-1-0-1-1-0-1-(-1)-2-1-1-(-1)-0-(-1)
f.(P'-P)=2>0

Puisque f.(P'-P)>0, (P,P') n'est pas faisable.

11 faut donc calculer quelques facettes qui nous donnent directement des critéres de non-faisabilité. On en a déja une, en fait il en existe un trés grand
nombre pour ne pas dire une infinité.

Propriétés des facettes de CS ;

Sixe CS’ on a vu que x est de la forme :

m

X = E a. M. ,aERJr
_11 1 1
1=

Par exemple, au Solitaire anglais on pourrait avoir : x = 1/2 (0,...,0,1,-1,-1) + 1/4 (0,...,0,-1,-1,1) + 1/3 (0....,0,1,-1,-1,0,0,0) + 1/7 (0,...,0,-1,-1,1,0,0,0)
+...+1/9 (1,-1,-1,0,...0) + 1/4 (-1,-1,1,0.,...,0) : x est une combinaison linéaire de mouvements avec des réels positifs.

Soit t; le iéme triplet du Solitaire S (p=38 triplets au Solitaire anglais avec 2 mouvements valides dans chaque triplet soit m=76 mouvements) et t; jsa
jieme composante sur les 3 composantes du triplet t; :

f.x =0 pour tout x € CS

m
si f.Z:ai M;=0 pour tout a;= R*
=1

1

m
si Za- £ M.=0 pour tout a.£ R*
i=1

sta;t;.M; +at;. M, +a;t, My +a,t,, M, +...+ am_3tp_l.M

+
m3 T Aoty My o tag .My g +at .M <0 pour tout a; € R
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. +

s al(tl,l'tl,Z't1,3) + az('tl,l't1,2+t1,3) +...+ am-l(tp,l'tp,z'tp,3) + am(-tp’l-tp’2+tp’3) = 0 pour tout a, € R

puisque ti.Mj = (ti,l’ti,z’ti,S)'(l"l"1) =t -t,-tzou ti'Mj = (ti,l’ti,z’ti,3)'('1"1’l) =-t; | - tjp Tt 5 suivant le sens du mouvement Mj dans le ieme
triplet t. (2 mouvements possibles dans chaque triplet).

Puisque tous les coefficients a; sont positifs ou nuls, la derniére inégalité est vraie en particulier si :

Pourtouti=1,..,p:
tig-tia-t3=0
et - tl,l = t1,2 + t1,3 "'{h O

Donc il suffit que les p triplets t, (1 = i< p) d'une configuration f vérifient :
t1-tia-t3%0

et - ti,l - ti’2 + ti,3 =0

pour que f.x <0 pour tout x € Cg

et donc que f soit une facette.

On vérifie par exemple que la facette f est bien une facette :

11f & 3
T 52
4004 31 2-1
Aofsaylo
o 1o 1-1
A1
-1f 0f-1
f

En effet tous les triplets vérifient : 11-8-320 (11£8+3), -11-8+3%0 (3£11+8) ... -1-0-(-1)20 (-150-1), -(-1)-0-120 (-150-1), 4-3-1=0 (4£3+1), -4-3+1=0 (1
3+4) ... -1-0-(-1)20 (-120-1), -(-1)-0-120 (-15(0-1)

si t=(t},t,,t5) est un triplet de f':
Dt -t -t350
Q) -t -t, +1350
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Ces deux relations (1) et (2) peuvent étre réunies en une seule :
-ty S,

Propriétés des facettes issues des relations (1) et (2) :

Ce sous-ensemble de facettes F est intéressant dans la mesure ou 1'on peut fabriquer facilement un trés grand nombre de facettes a partir de ces deux
relations et de leurs implications :

En effet (1) + (2) donne la relation :

tl -t2-t3-t1 -t2+t3£0

soit-2t,%0

soit t, =0

Ce qui signifie que la composante du milieu de tous les triplets de f n'est jamais négative :

Si f est une facette vérifiant (1) et (2) (donc une facette appartenant au sous-ensemble F), les composantes de f ne peuvent étre négatives qu'aux
extrémités du Solitaire.

De méme si t,=0 avec (1) et (2), on a alors :
tl-t35§ 0

-t1+t35§ 0

soit ty%t,5t;

donct; =t,

Soit f une facette vérifiant (1) et (2), si pour un triplet (t,t,,t;) de f on a t,=0, alors :
t,=t
1 3

La conséquence immédiate de la derniére relation est :
Si deux entrées consécutives d'une rangée (ou d'une colonne) ont la valeur 0 pour une facette vérifiant (1) et (2), alors toute les entrées de la
rangée (ou de la colonne) ont la valeur 0.

On peut donc calculer assez facilement des facettes, voici quelques facettes respectant toutes (1) et (2) :
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11 8 3 I 1111
T 52 1 32 oofo
41 0f 4f 3 1) -1 A1faflz yofifi1yom1i
L EFR RN o133 ojofofojooo
1of 110 1-1 yof 112335 Hoffiyyom1
2011 ol ojofo
-1f 0-1 A1 1111
=1 0]-1 303 g 53
1111 202 532
S nolyom -1 ool a1 10
myialian ool oafaiiyan
ol yo -1 ojojofofooa opyiyyniao
1111 yofl 1of1
-1 0-1 -1f 0f-1 oo

On peut donc trouver autant de fonctions ou inégalités qu'il y a de facettes, c'est a dire beaucoup et autant de critéres de non-faisabilité par la méme.
Lattice criterion (critére étendu de la régle de trois) :

Nous avons autorisé dans le cone du Solitaire des nombres de pions positifs et négatifs dans les trous mais interdit des mouvements additifs (cf.
Mouvements soustractifs et additifs). Ici, on autorise méme les mouvements additifs, en enlevant la condition du signe (positif pour le cone du Solitaire)
sur les scalaires a, :

m
Par définition, on dit que (P,P') est L gfaisable si P'-P € LS={Zai M;: afE Z}
i=1

e i¢ uv uv valides =76 au solitai iS).
M; ¢tant le iéme mouvement des m mouvements valides de S (m=76 au solitaire anglais
LS est 'ensemble lattice, c'est a dire I'ensemble des combinaisons linéaires de tous les mouvements valides avec des scalaires entiers négatifs, positifs

ou nuls (des entiers donc).

On a alors cette proposition immédiate (lattice criterion) plus faible que celle pour le cone du Solitaire (cf. Proposition du cone entier du Solitaire) :

Une condition nécessaire pour qu'un couple de configuration (P,P') soit faisable est que P'-P £ LS‘

En effet si (P,P') est faisable, P'-P est décomposable en somme de mouvements valides inclue dans 1'ensemble des combinaisons linéaires de
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mouvements (avec des entiers quelconques) LS'

On en déduit cette proposition importante :

Pour n'importe quel type de Solitaire S, on a cette relation : LS - Ker((ﬁ).

Comme le montre ce graphique représentant LS et Ker((lb) :

6

(e,
Ls

“Ker(h)

En effet :

m
VELS==>V=ZIaiMi,aiEZ
1=

m m
Donc pour tout v € L, O(v) = (Ib(ZI:ai M) =a, 21 (,b(Mi)
1= i=
Or on a vu que (cf. ici) : (Ib(Mi) = (e,e) pour tout M. (mouvement valide).

1
Donc pour tout v £ LS’ (Ib(v) = (e,e)
Et donc (Ib(LS) = (e,e)

Page 52 sur 118

Donc, si on a un couple de configuration (P,P') qui vérifie P'-P £ Ker((lb) mais qui ne vérifie pas P'-P £ LS’ c'est a dire si P'-P # LS alors (P,P') est

infaisable.
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On voit ainsi que le Lattice criterion est plus fort que La régle de trois en général.

Néanmoins, le Lattice criterion et la La régle de trois sont identiques pour le Solitaire anglais et le Solitaire francais, c'est a dire que LS = Ker((lb) dans

ces deux cas (d'ou l'inclusion large dans la proposition).

Pour le prouver et compléter le Lattice criterion, je vous renvois aux publications ici.

Vérifier 'appartenance de P'-P a LS est donc un probléme plus simple que vérifier 'appartenance de P'-P a CS :

on le voit treés bien avec le solitaire anglais et francais ou il suffit de calculer (L‘(P) et (Ib(P') pour savoir si P'-P £ Ker((lb) = LS‘

Pour l'appartenance de P'-P a CS’ c'est un probléme plus difficile ou les fonctions en Pagode sont utiles mais il existe des méthodes pour savoir si P'-P €

CS (de méme pour EC g)

Pour prouver la non-faisabilité de Solitaires en général, 'appartenance de P'-P a CS M LS est souvent suffisante. En effet il faut que P'-P = CS et que P'-
Pe LS pour que (P,P'") soit faisable.
C'est a dire que P'-P CS MLg.

Donc le complémentaire donne :
11 suffit que P'-P £ CS ou que P'-P £ LS pour que (P,P") soit infaisable.

C'est a dire que P'-P £ CS M LS'

Par exemple pour le couple de configurations (P,P") suivant infaisable (déja vu ici) :

e[efe

00 D
OOROO0O0 .
D000000
s[e[e[aje|ee

000

000

P P
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P-P € Ker(()) = Lg
mais P'-P & CS (cf. ici)

De méme, pour cette configuration suivante infaisable (Solitaire frangais) :

sjee
olelele)e
Q000000
sleje] [oe]e D
N00000O0
eleje(e)e

oee

P P

P'-P £ Ker((ﬁ)ZLS (cf. Solitaires francais complémentaires)

mais P'-P € CS :
11 suffit de trouver une décomposition en somme de P'-P appartenant a CS pour le prouver ou alors et c'est plus simple de prouver qu'il existe bien au

moins une décomposition (avec la méthode du simplexe par exemple) et c'est le cas ici : cf. méthodes pour déterminer I'ensemble ou P'-P appartient

D'ailleurs, puisque P'-P = CS’ on voit immédiatement que les fonctions en Pagode ne sont d'aucune utilité pour le cas classique du Solitaire frangais (du

milieu au milieu) puisque bien sir les fonctions en Pagode essayent de prouver quand elles le peuvent que P'-P £ CS donc l'inverse !

Mais ¢a n'a pas d'importance puisque La régle de trois est capable elle de déterminer la non-faisabilité du probléme.

Pour finir, on a ECS - CS M LS’ CS @ LS est donc un ensemble plus grand que ECS donc moins intéressant que ECS pour montrer la non-faisabilité

siilya.

L'ensemble ECS (sommes des mouvements avec des entiers positifs) est clairement inclus dans l'intersection de I'ensemble CS (sommes des

mouvements avec des réels positifs) avec 1'ensemble LS (sommes des mouvements avec des entiers relatifs) :

En effet :
ECS - CS

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html 18/09/2005



Solitaire Page 55 sur 118

ECS - LS

Donc :

ECS - CS Il LS

Mais c'est bien une inclusion stricte :

Par exemple, le couple de configurations (P,P") ci-dessous (jeux de Solitaire a 7 pions) est L S—faisable (P-Pe LS) et aussi R-faisable (P'-P € C S) mais
pas Z-faisable (P'-P & ECS)

[ofo] [of [ofe] (o] [ [ [ ] [of
P P

P'-P = (1309010903091) - (1719011903191) = (09'1709'1901'190)

En effet, par exemple :

2(-1,-1,1,0,0,0,0) - 1.(0,-1,-1,1,0,0,0) - 1.(0,0,-1,-1,1,0,0) - 1.(0,0,0,-1,-1,1,0) + 0.(0,0,0,0,-1,-1,1) + 2.(1,-1,-1,0,0,0,0) + 2.(0,1,-1,-1,0,0,0) + 0.(0,0,1,-1,-
1,0,0) + 0.(0,0,0,1,-1,-1,0) + 0.(0,0,0,0,1,-1,-1)

= (-2,-2,2,0,0,0,0) + (0,1,1,-1,0,0,0) + (0,0,1,1,-1,0,0)= + (0,0,0,1,1,-1,0) + (0,0,0,0,0,0,0) + (2,-2,-2,0,0,0,0) + (0,2,-2,-2,0,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0) +
(0,0,0,0,0,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0)

= (-2+2, -2+1-2+42, 2+1+1-2-2, -1+1+1-2, -1+1, -1, 0)

=(0,-1,0,-1,0,-1,0)

=P'-P

Donc avec a=(a | ,a,,..., a)=(2,-1,-1,-1,0,2,2,0,0,0) (m=10 mouvements ici) :

A-10

m
i=1

Et donc P'-P LS et (P,P") est L o-faisable.

De méme (seule solution dans CS) :

1/2(-1,-1,1,0,0,0,0) + 0.(0,-1,-1,1,0,0,0) + 1/2.(0,0,-1,-1,1,0,0) + 0.(0,0,0,-1,-1,1,0) + 1/2.(0,0,0,0,-1,-1,1) + 1/2.(1,-1,-1,0,0,0,0) + 0.(0,1,-1,-1,0,0,0) +
1/2.(0,0,1,-1,-1,0,0) + 0.(0,0,0,1,-1,-1,0) + 1/2.(0,0,0,0,1,-1,-1)
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= (-1/2,-1/2,1/2,0,0,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0) + (0,0,-1/2,-1/2,1/2,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0) + (0,0,0,0,-1/2,-1/2,1/2) + (1/2,-1/2,-1/2,0,0,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0) +
(0,0,1/2,-1/2,-1/2,0,0) + (0,0,0,0,0,0,0) + (0,0,0,0,1/2,-1/2,-1/2)

= (1/2-1/2, -1/2-1/2, 1/2-1/2-1/2+1/2, -1/2-1/2, 1/2-1/2-1/2+1/2, -1/2-1/2, 1/2-1/2)

=(0,-1,0,-1,0,-1,0)

=P.P

Donc avec a=(a1,a2,...,a am) =(1/2,0,1/2,0,1/2,1/2,0,1/2,0,1/2) (m=10 mouvements ici) :

m-1°
n
i=1

Et donc P'-P £ CS et (P,P") est R faisable.

Pour montrer que P'-P & ECS et la fagon dont on a trouvé les a. de a=(a,a,,...,a

m-1-3m) dans les deux cas précédents, reportez vous a ce qui suit :

Analyse du Solitaire a 7 cases

Donc on a en particulier :
P?eLS

P?ECS
soit: P'-P = CS M LS
or:P-PE ECS

Et donc en général (du moins pour le Solitaire a 7 cases mais c'est vrai aussi pour les autres) :
D'ou l'inclusion stricte (et non large) : ECS Z CS M LS

Méthodes pour déterminer 1'ensemble ou P'-P appartient :

Si on note FS’ 'ensemble des sommes de mouvements valides pour un type de Solitaire S (Solitaire anglais au autre), on peut représenter les ensembles
CS’LS’ CS M LS’ ECS et FS comme dans la figure ci-dessous. (L'appartenance de P'-P a I'ensemble FS ne signifie pas pour autant que (P,P') soit

faisable bien-stir mais simplement que pour chaque ¢lément e de FS’ il existe au moins un couple de configurations (P,P') faisable tel que P'-P=e) :
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Enzembles Tz, Le, CeMLs, ECs et Fe

La non-appartenance de P'-P a ECS est donc la meilleure preuve que (P,P') est infaisable, c'est aussi la chose la plus difficile a calculer.

On pourra se contenter de calculer I'appartenance ou non de P'-P a CS i LS :

L'appartenance ou non de P'-P a LS s'obtient avec la La régle de trois au Solitaire frangais et anglais comme on a déja vu.

La non-appartenance de P'-P a CS peut s'obtenir avec les inégalités sur le cone du Solitaire (Fonctions en Pagode).

Mais on peut calculer ces appartenances avec des méthodes plus cotlteuse et quelque soit le type de Solitaire S envisagé.

Avant d'étudier précisément ces méthodes, voici quelques petites propriétés trouvées un peu par hasard en utilisant ces méthodes :

SiP-P= a; M; : a€ R (vrai par exemple si (P,P') est faisable ou P'-PE Fg ou P'-P € CS ouP'-Pe ECS ouP-PeLg):

mn
i=1

' —
P'P_al Ml +32M2+...+am_1 M

m-1 T 3y M, (m mouvements)

Page 57 sur 118

P-P=a, (-1,-1,1,0,...,0) + a, (1,-1,-1,0,...0) + a5 (0,-1,-1,1,0,...,0) + a5 (0,1,-1,-1,0,...,0) + ... + &__5 (0,...,0,-1,-1,1,0) +a_ 5 (0,...,0,1,-1,-1,0) +a__|

(0,...,0,-1,-1,1) + a4 (0,...,0,1,-1,-1)
Et donc si P, est la ieme composante de P (0 si pas de pion dans la case, 1 sinon) :

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html

18/09/2005



Solitaire Page 58 sur 118

H
Z P -P =a, (-1-1+]) +a, (I-1-1) + a3 (-1-1+]) + ad (1-1-1) + .. +a_ 4 (-1-1+]) +a_, (I-1-D)+a__ | (-1-1+])+a_(1-1-1)

1
ZP -Pi=-aj-ay-a3-a,--ag a-a o -ag -ay,
1 —
ZP >
1=1
Ouencore.

m H H
IS W

Z P, est le nombre de pions de P présents sur les n cases.
i=1
H

Z P, - Z P'; est donc le nombre de mouvements pour aller de P a P' (32-1=31 mouvements dans le cas classique du Solitaire anglais).
i=1 i=1
m

Si P'-P peut se décomposer sous la forme P'-P = Z a M, (3 R) alors la somme des coefficients a, est égale au nombre de mouvements
=1
nécessaires pour aller de P a P':
m

H H
LS g

De plus, Admettons que (P,P') soit faisable avec un nombre de pions de P inférieur au nombre de pions de P' (ce qui est évidemment absurde mais c'est
]ustement une démonstration par l'absurde) alors :

Sred
ZPi'ZP'i<O
= =

E; donc plzisque (P,P") est faisable par hypothese, P'-P est décomposable et donc :
m

Zai<0

=1
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n n
donc il n'existe pas de décomposition P'-P = Z a; M. :age N (Z a, serait supérieur ou ¢gal a zéro sinon)
i=1 i=1

et P'-P £ ECS
et donc (P,P") n'est pas faisable.

En conclusion, (P,P') ne peut pas étre faisable si le nombre de pions de P est inférieur au nombre de pions de P', ce que nous savions évidemment déja,
c'était juste une petite démonstration supplémentaire :
H H

(P.P") faisable ==> >, P.- D P'.20
=1 i=1

Si P'-P est décomposable avec a, 2 0 (vrai par exemple pour CS’ ECS et FS) alors :

m H H
Oﬂaﬁzale’i-zl’u
=1 i=1 i=1
H H
{: - 1
O=a;= Z P; Z P
=1 =1

Ce qui signifie que le nombre de mouvements identiques M; a un certain endroit du Solitaire S qui est représenté par a; est toujours inférieur ou égal au

nombre de mouvements nécessaire pour aller de P a P' (et est positif ou nul) :

c'est encore une fois évident, et cette limite est de loin inférieur au Solitaire anglais ou francais. Il serait intéressant de calculer les 76 limites des 76
mouvements valides du Solitaire anglais. En fait, avec les symétries et rotations, 16 calculs de ces limites suffisent pour calculer les 76 :

2 mouvernents 4 mouvernents 4 mouvements
dans ces 4 triplets dans ces 2 triplets dans ces 2 triplets

En tout cas, avec les méthodes qui suivent, on peut se poser ce genre de question :
Le couple de configurations (P,P') a t-il des solutions avec au moins a, mouvements identiques a tel ou tel endroit ?
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Du moins, on peut vérifier plus exactement que (P,P') n'a pas de solution avec plus de a; mouvements identiques a un certain endroit, a, mouvements

identiques a un autre, etc... mais on ne peut pas affirmer qu'il y a des solutions (ce sont toujours des critéres de non-faisabilité et non de faisabilité).

Analyse du Solitaire a 7 cases :

On va d'abord étudier le Solitaire a 7 cases (n=7) vu déja ici (pour simplifier le probléme) :

[o[o] [0 [ofe] (o] [ [ [ ] [of
P P!

Ce solitaire a donc 10 mouvements valides (m=10) : {(-1,-1,1,0,0,0,0),(0,-1,-1,1,0,0,0), (0,0,-1,-1,1,0,0),(0,0,0,-1,-1,1,0),(0,0,0,0,-1,-1,1),(1,-1,-
1 5()’050’0)’(()’ 1 e 1 e 1 ,0,0,0), (ana 1 e 1 o 1 50’0)’(()’05()’ 1 ’" 1 e 1 ’0)’(()’050’05 1 e 1 5 1)}

On utilise une matrice M . ou le nombre de ligne est égal au nombre de case n et le nombre de colonne est égal aux nombre de mouvements m (n=7 et
m=10).

Les vecteurs genérateurs M ,...,M |, (mouvements valides vu ci-dessus) sont les vecteurs colonnes de cette matrice.

Donc la matrice M, pour le Solitaire a 7 cases est la suivante :

1
—_
1
—
=
L
L
1
—
—
L
= L L)
L] L] L) Lo

o 1 -1 -1 0o o -1 -1 1

o o 1 -1 -1 0 0o -1 -1 1
oo 0o 1 -1 0 0o 0 -1 -1
o o o 0o 1 0 0o 0 0 -1

O S S PR 1 1 () S ' PO . I 1

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html 18/09/2005



Solitaire Page 61 sur 118

m
On cherche a résoudre P'-P = Z a;M,, a, € R.

1=1

Matriciellement, si A=(a,,a,,... a)etB=P'-P,ona:

>am_1a
M.A=B

I1 suffit donc de calculer I'ensemble des vecteurs A vérifiant cette égalité et de voir si il existe des vecteurs solution ou toutes leurs composantes

appartiennent a R* pour CS ou a N pour EC joua Z pour L g

On pourra utilisé la méthode du simplexe pour le calcul sur CS (bien plus rapide), les calculs sur les autres ensembles sont des calculs de

programmation entieére qu'il sera intéressant d'optimiser par la suite.

Analyse du Solitaire a 7 cases par Mapple

T¢léchargez le fichier Mapple (format MWS) : solitaire7.mws

> restart;

> with(linalg) :

War ni ng, new definition for norm

War ni ng, new definition for trace

> M:=matrix(7,10,[[—1,0,0,0,0,1,0,0,0,0],[—1,—1,0,0,0,—1,1,0,0,0],[1,—1,—1,0,0,—1,—1,1,0,0],[0,1,—1,—1,0,0,—1,—1,1,0],[0,0,1,—1,—1,0,0,—1,—1,1],[0,0,0,1,—
13050305'15'115 [030503051305030503'1]]);
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-1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 -1 0 0 0 -1 1 0o 0 0
1 -1 -1 0o 0o -1 -1 1 0 0
M=0 1 -1 -1 0 0 -1 -1 1 0D
o o 1 -1 -1 0 0 -1 -1 1
oo o 1 -1 0 0 0o -1 -1
o 0o o 0o 1 0 0 0 0 -1

> #on note B=P'-P:
> B:=vector(7,[0,-1,0,-1,0,-1,0]);

B=[0,-1,0,-1,0,-1,0]

> A:=linsolve(M,B);
A :=[2__fl - 2_f3__52,_1 +_f,1 +_f,3,_1 +_f,1+2_f,3+2_f,2,_1 +2_f3+_52, _1‘,3,2__1‘,1 _2_53__f2,

2= 8= 3 13- 2 Lty £, to, i3]

#chaque composante de A représente un ai de l'expression : P'-P=somme (ai Mi) Ici : al=(2-t1-2t3-t2,...,a10=t3)

#A est le sous espace vectoriel (de dimension 10-7=3) engendrant les solutions vérifiant : P'-P = Somme(ai Mi) (ai réel quelconque )
#remarque : la somme de Bi = - somme de Ai :

add(BJi],i=1..7);

V V. V V

\Y

add(A[il,i=1..10);

\

#On regarde si le vecteur solution avec t1=0,t2=0,t3=0 appartient a Cs, Ls ou ECs (ou non) :
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> evalm(subs({seq(_t[i]=0,i=1..10-7)},evalm(A)));
[2,-1,-1,-1,0,2,2,0,0,0]

> # toutes les composantes sont enti¢res donc on sait déja que (P,P') est Ls-faisable (=régle de trois pour solitaire anglais, ici j'ai méme pas

vérifié si la régle de 3 est identique a I'appartenance ou non de P'-P a Ls)
>

> #on calcule si P'-P appartient a Cs : ai>=(0
R:=solve({seq(A[i]>=0,i=1..10)});

\

\

# une seule solution A avec les composantes de A toutes positives :
ACs:=evalm(subs(R,evalm(A)));

\

1 1
ATs=—=0—10
2

11 1 1}

Rl Rl | M
2 22 2 2
#il existe donc une et une seule solution ACs vérifiant P'-P appartient a Cs (P'-P = B) mais ca suffit pour dire que P'-P appartient a Cs.
> #En plus, (P,P') n'est pas entier faisable :
> #0On remarque que c'est la seule solution "positive' et qu'elle n'est pas "entiére'" donc P'-P n'appartient pas a ECs et (P,P') n'est pas Z-
faisable.
> # on vérifie :
> isolve({seq(A[i]>=0,i=1..10)});
> # pas de solution en effet donc P'-P n'appartient pas a ECs
>
>

\Y

#on calcule si P'-P appartient a Ls : ai appartient a Z=entier positif, négatif ou nul (on a déja remarqué plus haut que P'-P appartient a Ls
mais on revérifie)
> L:=isolve({seq(Al[i]=k]i],i=1..10)});

L={_t{=-1+ _NI-2 _N2+2 N3, to=1+ N2—-2 N3, t5= Nikg=2- Ni+ _N2-2_N3,
k=1 _NI— N3 kg=-1+_NI—-2 NI+2 _N3,kg=1+_NI-2_N3, ky = N3,
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ky=2—-_Ni+ _N2—-2 N3 ky=-24_NI-2 _N2+3 _Nikg=_NLky=_MN ks=_N3}

> ALs:=subs(L,evalm(A));

Als=[2- Ni+ N2-2 N3 -2+ NI-2 NZ+3 N3 NI, N2, N3 2- NI+ NZ2-2 N3
1— NIi— N3 -1+ MNI-2 NZ24+2 NI 1+ N2-2 N3, NiJ

#N1,N2,N3 sont des entiers quelconques donc il existe bien des solutions ALS et donc on a bien P'-P appartient a Ls

# Une méthode plus rapide pour calculer I'appartenance ou non de P'-P a Cs (on utilise la méthode du simplexe)

V V.V VYV

with(simplex) :

Warni ng, new definition for basis

Warni ng, new definition for maxinize

Warni ng, new definition for mninize

Warni ng, new definition for pivot

> # appartienta Cs ? :

> feasible({seq(S[i]>=0,i=1..10)}, NONNEGATIVE);

fride

\Y

#on cherche une solution particuliere (Ia méme ici puisque unique) :
R2:=minimize(add(_t[i],i=1..10-7),{seq(A[i]>=0,i=1..10)}, NONNEGATIVE);

\Y

1 1
=1 =0, ti=—, o=~
ttp=0,fy=7 #3=71
> #(C'est bien la méme :
> ACS:=evalm(subs(R2,evalm(A)));
1 11 1 1
ACS=—-0, -0, — =0, =0 —
2 22 2 2

\Y

#on vérifie encore (méme solution) :
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> R3:=maximize(add(_t[i],i=1..10-7),{seq(A[i]>=0,i=1..10)},NONNEGATIVE);

1 1
Ri= £ :D, £ - fA=—
(2p=0.5y=5 #3=01
> #(C'est évidemment encore la méme solution :
> ACs:=evalm(subs(R3,evalm(A)));
1 11 1 1
ATz =—=0,—-0,— =0, =0, —
2 2z oz

Analyse du Solitaire anglais (n=33 cases) :

C'est exactement pareil que pour le solitaire a 7 cases sauf qu'il faut ajouter les triplets verticaux.
Ce solitaire a 76 mouvements valides (m=76).

On utilise toujours une matrice M (n=33 et m=76).

Les vecteurs générateurs M ,...,M-, (mouvements valides) sont les vecteurs colonnes de cette matrice.

Donc la matrice M pour le Solitaire anglais est la suivante :
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0.0,

0000000000000 0004400000000 000000001.000000000000000000-1.000000000000000.0,

.0

.0

oot 0000000000000l 000 000000000000 00000000000 0001000 00000000000000.0.-1,

ooot000000 000000000000 000000000 000000000000 0000000001 00.0000000000.0000.00,

oo oto0 0000000000000 4000000000001 0000000000000 00000-1.000000000 00000000,

JSLUIN v R P v P v v xS w w  wwww y  u w w

L0000 44100000000 000000001. 4400000000000 0-4. 4100000000000 00000 4. -4.-1.0.00.00.000000.0,

Looood -t 0000000000000000 1A 4000000 000000000011 0000 0000000000001 110000000,

JRUI I I, RS N o I o O PR R R o w0 P I o R, P I R ¢ 1

JRLCI I« O B

LU U O 1 1

JRLU I I v

LU U O 1 1

L0000,

R I

L0000,

LU I« T 1 R 8

0.

a.

a.

a.

i}

1100000000 0000000001. 4000000000000 000000000000-4.000.000000000000000-1,

.0

=]

0.

[1.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.-1.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.1.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.-1.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.
000000000 00000000010 0000000000000000000000001.000000000000000000-1.0000000000,
o000 0000000000000 0000000000000 00000000000 00000000 0000000000. 100000,
ot.o000 0000 00000000001 00000000000000 0000011000000 0 00000000001 -1.000000 00000000,
0.-1.0000.0.0.0.000000 0000010000000 00000000000000000-11.00000000000000000-1-1.000000000,
o100 0000000000000t 0000000000000 000 0000000000001 000000000000 00000110000,

LU VI v w4 ww w w  w

Sl-atoo000000000000000T 4000000000000 0000410000000 0000000001 100000 00000000,
L4t o0000000000000000t A 4000000000000 0000000011 10000 0000000000001 -1.-1.0.0.00.0.0.0.0,

LS04 4100000000000 000001 A 400000000000 0000000000000 1100000000 000000009, -1.-1.0.0.0,

oo o0ooo0o000000000 0000000000000 000000000 00010 0000000000000000.0,
010000000000 0.0.000000-1000000-1.0000000000000000001.000000000000000.0.0,
MAt00000000000000000 A 4000000400000 0000000000000 1.000 0000000000000,
St o0o0o0000000000000 A 000000 0011000000000 00000001 1100000000000,
M1 0000000000000 0001. 11000000000 000-1-11.00000000000000001. 11000000,
Noddd00000000000 00000 1AM 0000 0000000000004 110000000000 0000001,-1.-1.0,
JRLUIY v« N I w0 P O o w0
000010000 00000000000000100000000000000000000-1.00000000000.000000.0,
oo ooo0io00000000000000000 0000001 0000000 00000000001, -1.0000000000.0,
L0000 0 1000000000000 000000 100000 000000110000 00000000000001.-1.0.0000.0,
oo ooo04o000000000000000000 00000000000 000001. 400000000 0000000001.-1.0,

oo o000 to00o00000000000 00004000000 1.0000000000000000001.00000000000,
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Analyse du Solitaire anglais (33 cases) par Mapple

Téléchargez le fichier Mapple (format MWS) : solitaire33.mws

> restart;
> with(linalg):
War ni ng, new definition for norm

War ni ng, new definition for trace
>

> # (P,P2) est le couple de configurations classique du solitaire anglais : "milieu vers milieu"
> P:=vector(33,[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]);

F=11,1,1,1,1111111,1,11110,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1, 1]

> P2:=evalm(vector(33,1)-P);
Pz=[0,00 0000000000000 1000000000000 707000]

> B:=evalm(P2-P);
b=
[-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,14,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1, -1, -1, -1]

>

> # positions des triplets :

> Triplets:=array(1..38,1..3,[[1,2,3],]4,5,6],[7,8,91],[8,9,101],[9,10,11],[10,11,12],[11,12,13],[14,15,16],[15,16,17],[16,17,18],[17,18,19],[18,19,20],
[21,22,23],]22,23,24],]23,24,25],[24,25,26],25,26,27],] 28,29,30],[31,32,33],[7,14,21],[8,15,22],[1.,4,9],[4,9,16],[9,16,23],[16,23,28],[23,28,31],
[2,5,10], [5,10,17],[10,17,24],[17,24,29],]24,29,32],3,6,11],[6,11,18],[11,18,25],[18,25,30],]25,30,33],[12,19,26],[13,20,27]]) :

>

# on annule les vecteurs mouvements Mi :
for i from 1 to 76 do M.i:=vector(33,0); od:

for i from 1 to 19 do M.i[Triplets[i,1]]:=1; M.i[Triplets[i,2]]:=-1; M.i[Triplets[i,3]]:=-1; od :
for i from 1 to 19 do M.(i+19)[Triplets[i,1]]:=-1; M.(i+19)[Triplets[i,2]]:=-1; M.(i+19)[Triplets[i,3]]:=1; od :

>

>

>

> # On crée la matrice M a partir des ces vecteurs Mi:

>

>

> for ifrom 1 to 19 do M.(i+38)[Triplets[i+19,1]]:=1; M.(i+38)[ Triplets[i+19,2]]:=-1; M.(i+38)[Triplets[i+19,3]]:=-1; od :
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> for i from 1 to 19 do M.(i+57)[Triplets[i+19,1]]:=-1; M.(i+57)[Triplets[i+19,2]]:=-1; M.(i+57)[Triplets[i+19,3]]:=1; od :
> M:=blockmatrix(1,76,[seq(M.i,i=1..76)]):

>

> A:=linsolve(M,B);

A=1tz0, 2400 410 Lap fa30 f3g, f3p0 370 330 L34, B35, 72 By H A Lt 4 Lyt fyg— iy

A ig 6 ts—2 fg—4 i7+2 tg+ 8 _tg+d gt g1 =6 t13+d t1q+ 10 _ts+2 -4 iag

6 _ig =4 bgo T2 byt 6 g 52,2+ tos— g1+ e A+ o3+ 2 e~ 4o+ 2 _i1gt _i17. _ing,
F300 L300 32 Fope Lo Foa Fose Loz Fog fo1s Fop 2 b5t igp T fas T

=2 _ty3F tog+ 2ty = tao+2 tys5=2 daq+ lz3, £ 22 11 =2 4 1742 fo+2 15+2 1y
— 2ty =4 tyz+d L 6 tys+ Lo =2 dog=2 fan+2 t33=2 tg4+ t35—4 t3q— t30+6 g

—A Lag T iy T2 B ¥ 2 a3 Bpg Fre A1 frg T o T2 Egg g T2 i+ igp,

-2 —_322+_£36+_£31, 2 _1‘.16 +2 _ﬁl?+_£18 -2 _519+ 2_523— ] _1‘.24 + 2 _1‘.25 +3 _1‘.26 + 8_52?— _1‘.29
+_£32—4_£33+2_£34 +4_£3?— 2_1‘.9—4_5104-2_5“ +5_¢‘.12+4_¢‘.13— 1':'_514— 8_515+5_£4D—4_.ﬁ41
+4 _542 -3 _543 - 8_539— 10, -2 —515 -2 _f.l? —_518 +_£19— 2_523 +3 _524 -2 _525 - 2_526— 5_52?

+ _togt foq+2 _fa3— 34— 2 iz7+2 _#yg=2 #1415~ 2 _t13+6 _tyytd _ts—3 tagt2 _tyy

— 2 _typ+2 g3+ tag+ 11, tia ty3 14t Ege E]s Lo b tge tg 1=t + g~ _to+ g
Tt Tt Egt By T 2t g fgy T fap — f3g— 2 fggt fyg— 43 1ty

-12 +_£2+_.ﬁ4+_£5 +_£9 +_£11 +_f.12 - _1‘.14 +_¢‘.16 +_£1?+_f.23 +_f.25 +_f.3|:| +_£31 +_f.36 +_f.38, _52, _1‘.3,
Fgp 52 g T 2 BT dppt Hop T2 dp3m 2 tps— 2 i30T 2 B3y 7 d33— f35— 2 dzeF f3p— isg
—_53— 2_1‘.4 -3 _55 -3 _59 - _f.lD -2 _.f“ - _1‘.12 +_¢‘.13 -2 _1‘.15 —_52 —_541 +_f.42 + 25, _f.l -2 _1‘.16

—2 fy77 2 fg3 2 togt fog— 2 fan— 2 i3yt f3p— 2 fggt fg4 = P35 2 f3gt 3 i35 f3g— i3
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—2 £y=3 tsH b2 tq— tg—4 tg—2 tyq— 2 £11+3 13— 2 f14—5 t15— En+2 t40—3 _ty
+2 tyn = tg3=3 taq+26 14 tys— tos+ 40, 1+ _tyz— tog— fns— Eay+ _tyo,

T+ 24— fog+ f3g.72 fyqF fog— fagt 15— Iog+ L4

22 g2 fyq+2 fag— 2 Lt Iog = fggt fygT ozt fpg— fog— Iy T fgpt B3 —1-2 £y
+_£11 + 2_ﬁ12 + 2 _1‘.13 -4 _1‘.14 -4 _1‘,15— _1‘.19 -2 _1‘,24+_f.26 + 3 _1‘,2? - 2_533+_£34 + 2_53?— 3_ﬁ39

+ 2 _1‘.4[:| -2 _341 + 2 _1‘,42— _543,—2 _1‘,16— 2_51?— _ﬁlg-l-_f.lg -2 _1‘,23+ 3_524— 2_ﬁ25 -2 _1‘.26 -5 _1‘.2?
+_£29+2_£33—_f,34— 2_53?4-_594-2_510— 2_1‘.11 —4_1‘.12— 2_ﬁ13+5_£14+4_f.15— 3_1‘.404-2_541

— 2ty 2 tyq+5 toqt 10, 14 fg— tog— taq. =2 fqt _foq+ fag+ tg— fog— _tan)

2 tg =2 tog =2 Eyq— 2 fot tog+ tyg+ 24 tp— iyt _fog— toet tag— fan— tga t1¥ _fgq
~lgtfggm 2 gt fog+ 3 fog— fog— fgyt fgp— 2 fagt fgy— fgg+2 fagt fg- fg- ig
=2ty i3 ot 2 ty3 =5 fg—d b5+ 3 tag =2 tgqF 2 ign— 2 tg3— 5 tag. £ 2 iy

=2 _tyg— g+ Eg— 2 _fog+3 toy =2 tos— 2 fnp=5 foq+2 fng+ fog+ 2 izz— fag—2 _igg

+2 tyg =2 = d byn— 2 83+ 6 Lty +d fys =3 byq+ 2 iy =2 typ 2 tyn 5 tag+10, =114 &,
+_£4+_f.5 +_£9 +_£11 +_£12— _1‘.14 +_f.16 +_£1? +_£23+_f.25 +_f.3|:| +_£31 +_£36+_f.38 +—£2F.l" _—539’ 24
—_52— 2_54—2_55—2_59— 2_1‘,11 - 2_5124-2_514—2_516— 2_1‘,1?— 2_523— 2_525—2_530— 2_1‘.31

- 2_1‘.36— 2_538—_52? +_f.39 +_£24—_540,—22+_f.3+2_ﬁ4+2_£5+2_f.9+2_f.11 +2_£12— 2_514

+2 _516 + 2 _f.-”- - _521 —_5224-2 _523 —_5244-2 _525 +_£26+2 _52? +2 _530 + 2 _531 + 3_5364-_538

-2 _339 +_£4D —_343, —3+_f,4+ 2_§5+2 —59 + 2 —510 -2 _512— 2_§13 + 4 _314 +4 _315 +_f.19 + 2 _324
—_526— 3_£2? + 2 _1‘.33 —_534 -2 _1‘.3? + 3 _1‘.39 - 2_£4U+ 2_541 -2 _1‘.42 +_f.43, 2 _1‘.16 + 2 _f.l? +_f.18 —_519
+ 2 _1‘.23 -3 _1‘.24 + 2 _1‘,25+ 2_526+5 _1‘.2? —_529— 2 _1‘.33 +_£34+2 _1‘.3? +_£5— 2_ﬁ10 + 2 _ﬁll + 4 _1‘.12
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+2 _#y3=6 tyq =4 s+ 3 tyg =2 g+ 2 typ =2 fg3— 5 #3q—12,-2 1o =2 t17— _ynt _toq
-2 _523 -2 _525 -2 _330 -2 _331 - _333 - _535 -3 —536 +_£3? -2 —538 - _33 -2 _34 -3 _35 -3 _39 - _f.-m
-2 _1‘.11 - _1‘.12 +_£13 -2 _1‘.15 - _52 - _1‘.41 +_.ﬁ42 + 26, _f.-l -2 —515 -2 _f.l? +_£22 -2 _523 -2 _525 +_£28
=2 t30 =2 tg( ¥ _t35=2 faz+ 34— f35=3 3043 faq— tpo= 13- 2 =3 fs+ f.+2 to— to
—4_59— 2_1‘.10— 2_511 +3_¢‘.13— 2_1‘.14— 5_1‘.15—_1‘.2+2_1‘.4D— 3_541 +2_f.42—_£43— 3_1‘.39+27]
# Chaque composante de A représente un ai de l'expression : P'-P= somme (ai Mi)
# A est le sous espace vectoriel (de dimension 76-33=43) engendrant les solutions vérifiant : P'-P = Somme(ai Mi) (ai réel quelconque )

# remarque : la somme de Bi = - somme de Ai :
add(BJi],i=1..33);

V V. V V V

-31

\

add(A[i],i=1..76);
31

> # On regarde si le vecteur solution avec t1=0,...,t43=0 appartient a Cs, Ls ou ECs (ou non) :
> evalm(subs({seq(_t[i]=0,i=1..43)},evalm(A)));
[(0,0,0,0,0,0,00000 -52-2,-4000000000000000-2100700-4-2-10,11,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,1,0,-120,0,0,0,25 26,1,1,1,0,2,-1,10,1,0,0,0,10,-11, 24, -22 -3, -12, 26, 27]
# toutes les composantes sont entiéres donc on sait déja que (P,P') est Ls-faisable (=régle de trois pour le solitaire anglais donc ici)

>

>

> # on calcule si P'-P appartient a Cs et ECS : ai>=0

> # Trop long avec SOLVE ou ISOLVE de MAPPLE, voir avec la méthode du simplexe plus bas pour Cs (et méme ECs !)
> # R:=solve({seq(A[i]>=0,i=1..76)});
>
>
>
>

# isolve({seq(A[i]>=0,i=1..76)});

# on calcule si P'-P appartient a Ls : ai appartient & Z=entier positif, négatif ou nul (on a déja remarqué plus haut que P'-P appartient a Ls
mais on revérifie)
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> L:=isolve({seq(Al[i]=k][i],i=1..76)}):
> ALs:=subs(L,evalm(A));

ALs=[ N3d+ NIO— N20+2 N2I— N2+ N26— WN27+2 N28— NIO— N3O— WNI3+ N7-2 N8
+2 N2+ N33— N3O+ N1+ N3S+342 NIO+2 MN42-3 N43+ N3 42 N3G— N6+ N2+ W4
—2 MN4l+ NIS— N40+3 NO+3 NI, NIZ -3 Ni-3 NIO+ N2O-6 N2I+3 N22-3 NI6

+3 NI7T—6 NP8+3 NIO— NJ+4 N3O— NIS+S5 NI3-3 NT+6 NS— NiF— NI7-2 N6

—6 N23-5 N33+d4 N30O-2 NI+ N3-3 N35—6-7 NIO— Nl4—6 N42+12 N43— N4

3 N3I-T7 N36+3 N6—-4 NIZ-5 N4+7T N4I-3 NIS+3 N0O+2 N3T-9 NO—10 Ni

+2 N32, - N34-2 NID— N20O-4 N2+ N22— N25-2 N26+ NIT-3 NI8+3 NIO+2 N3O

—2 N38+5 NIZ— N7+2 NB—2 NIS—3 NI6-3 N23—4 N33+3 N30-2 WNI— N3546-3 NIO
— NI4— NA2+6 N43— N24-3 N3I-3 NI+ N6-2 NIZ2-2 N4+3 N4I-2 NS+ N0

+2 N37-3 NO—4 NiI+2 N32, Ni4, NI5 N6, NI7, NI8 2 N34+ NIO— N20+2 NII

—3 NIZ242 NIE6-2 NIT+4 NIB-2 NID-3 N3O—4 NIZ+2 N7—4 NS+4 NII+3 N33

—3 N3O42 NI-2 N3+2 N354+8+4 NIO+5 N42—-8 N43+2 N3i+4 NIE—2 NE+3 Ni2

4 N4—4 N4I4+2 NIS— NAO-2 NIT+6 NO+6 NII-2 N3

— W20+ N2+ Ni— N42+ N43-2 N4, 1— N2I— M43+ N4, N34+ N2O— N2l— N2+ NIG

— NIT+2 N2B— NIO+ ND— N3O-2 Ni3— NB+ NIT+2 N23+2 N3Z-2 N30— N3+4

+2 NIO+2 N4Z2-3 N43+ N24+ N3 4+2 N3G— N6+2 NIZ+3 N4-2 N4+ NIS— N3IT+ WD
+2 NIl— N32,-1— N34— NIO+2 NIO-3 N2+ N3D-2 N7+2 N8-2 N35-2 NIO-2 W42
+3 N34+ N24—2 NI+ N6+2 N4I+2 NAO-4 ND-4 NiL,

2+ NIO— NJO+2 N2I— NIZ— N3O+ N7-2 NB— NI3+ N4Z-2 M43+ N4l— N40+2 N,
W20 N2I+ NS— N2+ N43-2 N9 1+ NPI— N34 NO 1+ N22— N23+ NIO— N4I— W40,
14+ MN23— Ndl+ NIl — N34— NIO+ N2O-2 N2I+ N22— N26+ N2T-—2 N2E+ N3O+ NI3

— NT+2 N8-2 N23— N33+ N3O— Ni— N35-2-2 NIO-2 N4I+3 MN4I— N3I-2 NI+ N6
— NI2- N4+2 N4I- NIS+ N4O-3 NDO-3 Nil+ N2, 1- N2O— NI3+ N33- Nio— N32,
—2 N34-3 NID+2 N2O-T NZI+2 N22-2 NIG+2 NIT—4 N2B+2 NID+3 N3O— N3&

+3 MNIZ-3 N7+5 NB— NIS—2 NIf—4 N23—-3 N33+2 MNi0—-2 NI-3 N35—5 WNIO- Ni4
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—4 N4Z4O N43-2 N3 -5 N3G+2 N6-2 NI2-2 NA+S5 N4l -2 NIS+3 MO+ N3T—2 D
— NS-8 NI+ N32,2 N34+3 NID-3 N2O+T N2I-3 N22— N25+2 N26-3 NIT+5 W28

— NIO-3 N3O9— NI3+3 N7—6 NS+ NIG+5 N23+2 N33— N30O+2 Ni+3 N3549+5 MO

+ NI4+5 N42-9 N43+ N34S NIG-3 NE6+2 NIZ+2 N4—5 N4l+2 NIS—-3 NI0O+9 ND
+8 NILA N3+5 NIO-3 N2O+10 N2I-4 N22+4 N26-4 NIT+8 N2E—3 NI9—5 N3O

+2 N38—6 NIZ+4 NT—-8 N8+2 NIS+2 NIG+3 NIZ+5 N33—-5 N30O+4 NI+4 N35S+6

+8 NIO+ NI4+7T7 N42—14 N43+4 NII+S NI6—4 No+4 NIZ+4 N4-8 NI+4 NIS

—4 MN40-2 N3T4+12 NO+12 NII-3 N32, -2+ N20+ N2+ NIS+2 NI6— N42— M43,

1+ NI+ NIG— 43— N34— N2O+ N2l+ NI2— N6+ NIT—2 WIS+ N2O— N2+ N3O

+2 NIZ+ NS—2 N23-2 N3Z42 N30-2 N+ N3-4-2 NIO-2 N42+3 N43— N2d— NI

—2 N3G+ NG-2 NI2-3 NA+2 N4l— NIG+ N37— NO+ N5—2 Nil+ N32,3 N34+ NiO

+ N2I-2 N2242 NIE-2 NIT4+4 N2E-2 NIO-3 NID—4 NI3+2 NT—-4 NS+4 N23+4 N33
—4 N3O42 NI-2 N3I+42 NI540+6 NIO+6 N42—9 N43+ N24+2 N3 +6 N3G—2 N6

4 NIZ+6 N4—6 N4I+3 NIS—2 N40O-2 N3T+6 NO+S NiJ-2 N33, NI2, N3, N4, N5 NG,
N7, NS, N9, NIO, NII, N34+ N20— N2I— N2Z+ N26— N2T+2 N2&— NIO+ N?— N3O

—2 NIZ— NS+ NIT+2 N23+2 N33-2 N3O+ Ni— N3+5+2 NIO+2 N42-3 N43+ N4

+ N3 +2 N36— NO6+2 NIZ+3 N4—2 NI+ NIS— N3T+ NDO— NS+2 NiI— N32 -2 N34

— NIO+ N2O-2 N2I+ N22— N2G+ N2T—2 N2&+ NOO4+2 N3O+2 MIZ-2 N7+3 NE— NI
2 N23-2 N3342 N3O+ N3-2 N35—4—4 NIO-4 NA2+6 N93— N3 -4 N3G+ N6-2 Ni2
—3 N4+4 N4l— NIS+2 N0+ N3T-5 No— NS—6 NI+ N32,-2 N34-2 NID+2 N2O

—4 N2I42 NPZ-2 NIG+2 NIT—4 NIS+ NIO+42 NID42 NI3-2 NT+4 NS—4 N23I-2 N33
+2 MN30-2 NI-2 N35—6—4 NIO—4 N42+6 N43— Nil—4 N3G+2 N6-2 NI2-2 N4

4 N4I-2 NIS+2 N40-6 NO—6 NI+ N3, -2 N34—2 NID+2 NJO-4 N2I+2 N2+ NS
—2 NIE+2 NIT—4 N2E+2 N3O—2 N7+4 NB—4 N23— N33+ N30-2 Ni—-2 N35—6-4 NIO
—4 N4Z+6 N43-4 NIG+2 N6-2 NIZ2-2 NA+d4 N4I-2 NIS+2 N40-6 NO—6 NI 2 NiD
—4 N2O+6 N2I— NI2— N7+ NIO— NZ— NID42 NI3+2 NT-3 NE— NIT-2 N33+2 N30
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+ NI+Z2 NIF+24 MNP -2 N43I-2 N4 N3 - No-2 NIZ-3 Ng—- NI&-2 N0+ N3T

+5 NO+ NS4 2 NI NIZ ON2Z 4+ NET -2 NZE-2 NZI-— M40, 2+ N2+ NZI - N4l N3Z,
N33, N34, N3S, N3G, N3IF N3S, N3O, N40, A4l Nz, N43 NI, N2, N3 N2S, N2, N2T,
UN2E NZO, N30, N24, NP2+ N3IS+ 2 NIO4Z NiG-2 N4l - N3O+ 2 NI

CANEI S NIG— NI+ 2 NI -2 N34 -2 NIOH2 N2O-4 N2I42 N2Z-2 NG+ N2V -4 N2S

+ MN2D42 MNID42 NII-2 NT4+4 NE-4 N2I-2 N3IZH+2 NIO-2 NI-2 N3F-4-4 NIO

-4 M2+ E N43I-2 NI -4 N3G+ No-2 NIZ2-2 Ne+4 N4I-2 NIS42 MO+ NIT-6_AD
—6 N4+ NIZ 2 N34+ 2 NIO-2 NZO+4 NI -2 NP2 N2G-2 N2 44 N2E-2 N2O-2 N3O
+ NIf-4 NII4+2 N4 NE+4 N2IH3 N3IT-3 NIO+2 NI+ NISH6+4 _NIO+4 N42

-6 _MN43I42 NI+ NIG-2 No+2 NIZ242 N4 NI +2 NIS-2 N40-2 NIT4H6 _MNO+6 NI
— 2 _N3Z, NID, N22, NZ23 NZO, N2D]

# N1.,...,N43 sont des entiers quelconques donc il existe bien des solutions ALs et donc on a bien P'-P appartient a Ls

# Pour calculer I'appartenance ou non de P'-P a Cs, on utilise la méthode du simplexe :

V V.V VYV

with(simplex):

War ni ng, new definition for basis

Warni ng, new definition for maxinize
Warni ng, new definition for mninize
Warni ng, new definition for pivot

> # appartient a Cs ? :

> feasible({seq(A[i]>=0,i=1..76)},Nonnegative);

fride

> # Existe t-il une solution ou par exemple le 5éme mouvement est présent a au moins 4 reprises dans les P-P' mouvements d'une solution :
> feasible({seq(A[i]>=0,i=1..76),A[S]>=4},Nonnegative);

Jaize

> # Donc il n'existe pas de solution vérifiant cela.
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# Existe t-il une solution ou par exemple le Séme mouvement est présent a au moins 3 reprises dans les P-P' mouvements d'une solution :
feasible({seq(A[i]>=0,i=1..76),A[5]>=3},Nonnegative);

VvV Vv

fride

\%

# true => c'est peut-étre vrai mais pas certain.

VvV Vv

R2:=minimize(add(_t[i],i=1..76-33),{seq(A[i]>=0,i=1..76)}, NONNEGATIVE);
1
f2 = {_539 = g, _518 = E], _fEI:I = [:], _1‘,21 = D, _522 = [:], _523 = E], _fl_g = [:], _f-llj = D, _513 = [:], _514 = E], _flﬁ = [:],

1
_f-lz: [:I, _ﬁll = ].,_1‘,2 = 2, _52?: g, _fj = 2, _f36 = 2, _51?: 2, _f25: 1}

> evalm(subs(R2,evalm(A)));
1 1
g, 0,0,0,002000,000 201,000, g 0,1,0,0,0,0,1,0,00,0,1,2,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,

4 1221
[:I, [:I, _, [:I, [:I, 2, [:I, [:I, 2, 1, 1, [:I, [:I, 1, [:I, 3, [:I, [:I, _, _, _, _,

3 35333
> # cette solution particuliere (ai>=0) confirme que P'-P appartient a Cs.
>

> R3:=maximize(add(_t[i],i=1..76-33),{seq(A[i]>=0,i=1..76)}, NONNEGATIVE);
A= {_le = 3, _fz? = 1, _52 = [:I, _ﬁll = [:l, _fg = ]., _ffl = 1, _55 = 1, _f4 = ]., _f39 = [:I, _535 = ]., _f24 = 1, _flﬁ = [:I,

0,1,2,0,1,0,0, D}

_fz_g = 1, _f23 = 2, _f-lg = 2, _510 = ]., _f25 = 2, _fgg = 2, _f13 = ]., _542 = 2, _f15 = 1, _fl? = [:I, _lezl = [:I, _522 = [:I,
_fl_g = [:I, _f14 = [:I, _f4|::| = [:I, _530 = ]., _f,41 = [:I, _f43 = [:I, —ﬁlﬁ = [:I, _f? = [:I, _fg = [:I, _f26 = [:I, _fzg = [:I, _531 = [:I,
_f32 = [:I, _f33 = [:I, _f34 = [:I, _53? = [:I, _fg = [:I, _flg = [:I, _f36 = 2}
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> evalm(subs(R3,evalm(A)));
[0,0,0,2, 02,2000 1,000 1,1,000 1,1,2 20300000000 200001 1,001,010
0,001,000 1,1,0,1,0 00000000000 2070 10010]

# Donc il existe une solution A avec des composantes entiéres positives et donc P'-P appartient a ECs.
# De toute facon on savait que (P,P') est faisable ici et donc que P'-P appartient a ECs, Cs et Ls.

VV V V

Critére des extrémités du Solitaire :

Une extrémité ou un coin est un emplacement qui a exactement un emplacement voisin horizontal et un emplacement voisin vertical.

Par exemple, les extrémités du Solitaire anglais sont ces 8 emplacements :

Si on note E, I'ensemble des extrémités, et e le nombre de pions présents aux extrémités dans une configuration P, on a la propriété suivante :
(P,P'") est faisable si on peut enlever e-¢' pions dans E.

Par exemple, il faut enlever 8-0=8 pions aux extrémités ici :

LIL
[ ]

| ] L) L)

LIL L) L)
[ ] L) L)

LIL

LIIL

E=4 g'=10
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On divise l'ensemble E en deux ensembles Eh et EV comme ceci :

o [o
D .
D .
o [o
Eh Ex

ey, et e, sont donc respectivement les nombres de pions dans les ensembles E; et E, .
(P,P") est faisable si on peut enlever ¢, -¢,, pions dans E, ete -¢, dans E .

Pour enlever les ¢, -e,, pions de E, , il faut e -¢,, pions appartenant a S (cf. Critéres des ensembles jouables) pour que les pions aux extrémités se

retrouvent dans ces 4 emplacements :

De méme, pour enlever les e -¢, pions de E,, il faut ¢ -¢,, pions appartenant a T (cf. Critéres des ensembles jouables) pour que les pions aux extrémités

se retrouvent dans les 4 emplacements précédents.

Pour supprimer un pion d'une extrémitg, il doit passer par un de ces 4 emplacements. Pour arriver a ces emplacements, on a besoin d'autant de pions
appartenant a S (ou T pour E ) que de pions aux extrémités pour réaliser les sauts.

On peut aussi se retrouver par exemple dans cette configuration ou l'on passe par une extrémité voisine mais le probléme reste inchangé, le pion de T
utilis¢ pour faire le saut (ou S pour E ) n'influence pas le critére :
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I1 faut encore un pion restant au minimum appartenant a S ou T pour supprimer le pion ou les pions se trouvant alors parmi ces 4 emplacements (un seul
pion de S ou T peut tres bien éliminer les 4 pions a la fois si la configuration le permet mais il en faut au moins un) :

En utilisant les notations S,T,s et t (cf. Critéres des ensembles jouables) :

e Premieére formulation

Il faut au moins e -¢, +1 pions appartenant & S
ou ¢, -¢,, pions appartenant a S et au moins un pion appartenant a T
pour que (P,P') soit faisable.

De méme, il faut au moins e -e,+1 pions appartenant a T
ou e -€., plons appartenant a T et au moins un pion appartenant a S
pour que (P,P") soit faisable.

¢ Deuxiéme formulation

Il faut e, -¢,, pions appartenant a S

et au moins un pion restant appartenant a S ou T
pour que (P,P') soit faisable.
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De méme, il faut e -e, pions appartenant a T

et au moins un pion restant appartenanta S ou T

pour que (P,P") soit faisable.
Et donc :

e Premieére formulation

Il faut que :

ou s-(¢, e, )=0 et tz1

et
=e -e t+
tze_-e_+1

ou t-(e ¢, )=0 et s1
pour que (P,P") soit faisable.

e Deuxiéme formulation

11 faut que :
s}:eh-eh,

et
t?sev-eV,

et s-(e e, )zl

pour que (P,P') soit faisable.

Ce qui nous intéresse ce sont les critéres de non faisabilité donc le complémentaire ou l'inverse des ces deux formulations.

La deuxiéme formulation a alors deux avantages :

1) la présence de quatre inégalités a la place des six égalités et inégalités de la premicre formulation

Page 78 sur 118

2) des inégalités liées par des et logique qui ont donc comme complémentaires des ou logique qui ont I'avantage qu'une seule inégalité peut faire la

décision sur la non faisabilité¢ d'un couple de configurations.

11 suffit que :
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S<eh-ehv
ou s-(ej-e,)tt=0
ou t<ev-evv
ou s-(e,-e )+t=0
pour que (P,P') soit infaisable.

Ce critére de non faisabilité est d'autant plus intéressant que le nombre d'extrémités est important. Ainsi, le Solitaire frangais qui a 12 extrémités ou la
version continentale avec 16 extrémités sont mieux adaptés pour ce critére que le solitaire anglais et ses 8 extrémités.

On peut d'ailleurs trouver des relations similaires avec d'autres pions que ceux aux extrémités du Solitaire.

Critere des extrémités du Solitaire (probléme complémentaire) :

Une configuration (P,P') est faisable si sa configuration complémentaire (P',P) l'est aussi.

11 suffit donc d'appliquer le critére précédent avec le couple de configuration (P,P)ala place de (P,P") pour avoir un nouveau critére de non-faisabilité.

Ce critere est en quelque sorte le critére complémentaire du critére précédent, néanmoins les résultats de ces 2 critéres (complémentaires ou non)
peuvent trés bien étre différents : 1'un peut tres bien déterminer qu'une configuration (P,P') n'est pas faisable alors que 1'autre ne peut rien conclure.

Le probléme complémentaire avec les autres critéres revient au méme que le probléme initial donc il est inutile de tester les couples (P',P) a partir des
couples (P,P'") pour La régle de trois ou les autres criteres.

Critéres des ensembles jouables :

Au Solitaire, on peut partitionner les différents emplacements des pions du plateau dans des ensembles disjoints formant k classes d'équivalence qui ont
la propriété de réunir les emplacements jouables par un méme pion.

En effet, les pions peuvent étre déplacé que dans certains emplacements durant toute leur durée de vie, ainsi un pion a un emplacement (i,j) ne pourra
par exemple jamais atteindre 1'emplacement d'un de ces voisin, mais pourra atteindre uniquement les emplacements espacés de 2 modulo 2 (écart

multiple de 2).

La relation liant les méme pions d'une partition (classe) est donc cette propriété de déplacement interne dans la partition.
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Au solitaire anglais, il existe 4 partitions ou classes (k=4) qu'on nomme S, T, M et C pour reprendre les notations du programme de Philippe Basciano :

D o [o
o [o D
o [of [0 o (o [o] [®
o (o [of [® o (o] [0
o (o] [0 o (o[ [o] o
o [o D
. o [o
= T M -

Le nombre d'¢léments dans S,T,M et C au Solitaire anglais est donc :

card(S)=8
card(T)=8
card(M)=5
card(C)=12

On vérifie que card(S)+card(T)+card(M)+card(C)=33 (card est le cardinal ou le nombre d'éléments d'un ensemble)
Pour une configuration P, on note s,t,m et ¢ les nombres de pions présents dans S,T,M et C respectivement (s=8,t=8, m=5,c%12).

Au Solitaire anglais, le nombre de mouvements maximum que I'on peut obtenir avec un seul et méme pion (dit balayage) est de 16 mouvements dans la
classe C (c=0) comme cette figure le montre :

00 olel N [
00 aed 00 (10 [
o (o e e (o] ]e o o Oel el
OO0000On 100000 o (o [e» o (o [o® o (o (@
o (o |0 Hellle]]]e ool (o o e — H H
00 [10L ] [ - -
» L

Cliquez ici pour plus de détails

La propriété vraiment intéressante des ensembles jouables sur la faisabilité de (P,P") est qu'il doit y avoir un nombre de pions dans chaque classe
S, T.M,C de P supérieur ou égal au nombre de pions dans chaque classe de P' respectivement pour que (P,P') soit faisable.
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En effet, si on se retrouvait avec une configuration d'arrivée P' avec plus de de pion dans C (par exemple) qu'avec la configuration de départ, on
pourrait immédiatement affirmer que (P,P') est infaisable car les ¢ pions de C dans P ne peuvent engendrer plus de pions dans C et donc pas les ¢' pions
de C dans P'sic™>c :

LIL L) LINL
LIL L)
& |® (@ o @ |8 |@
LIL LI I L)
o |8 (@ o |0 |8 |
LIL L)
LIL L) LINL
c=4d c'=1%2

Cette configuration (P,P') n'est donc pas faisable.
Avec des mouvements valides, le nombre de pions ne peut que diminuer ou rester inchangé dans un méme ensemble (classe S,T,M ou C).

On en déduit ces critéres de non faisabilité (criteres des ensembles jouables) :
Soient s,t,m,c et s',t',m',c' les nombres de pions dans les ensembles S,T,M,C pour P et P' respectivement.

11 suffit que :
s'>s
ou t'>t
ou m'>m
ou ¢'>c
pour que (P,P') soit infaisable.

Critéres de non faisabilité triviaux :
Pour en terminer avec les critéres de non faisabilité, il faut ajouter ces critéres évidents (triviaux) :

¢ Si le nombre de pions de la configuration d'arrivée P' est supérieur ou égal au nombre de pions de la configuration de départ P, alors (P,P') n'est
bien sir pas faisable (2 moins que P et P' soient strictement identiques).

e Si la configuration de départ P n'a aucun mouvement jouable alors bien évidemment (P,P') n'est pas faisable quelque soit P'+P.

e De méme, si la configuration d'arrivée P n'a aucun mouvement inverse jouable alors (P,P') n'est pas faisable quelque soit P¥P".

Si un couple de configuration (P,P") passe a travers tous ces critéres de non faisabilité, ce couple n'est pas pour autant faisable, il faut recommencer avec
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les successeurs de P (ou les prédécesseurs de P' si I'on souhaite remonter 1'arbre plutdt que de le descendre). Toutefois, afin d'accélérer la procédure, on
peut choisir les successeurs (ou prédécesseurs) les plus pertinents en utilisant une heuristique ou un choix probabiliste comme dans la méthode de Pascal
Glauser (algorithme génétique), ou I'on utilise le fait que la probabilité de gagner est plus grande quand les pions des plateaux intermédiaires sont plus
densifiés vers la solution (on peut utiliser les barycentres ou le coloriage du plateau par des poids pour simplifier) : voir ici.

Une fois l'arbre élagué par tous ces critéres, on pourra affirmer que (P,P") est faisable si on a trouvé un chemin particulier allant de P a P".
Si on ne trouve pas de chemins valides apres avoir parcouru l'arbre élagué entierement, on pourra affirmer que (P,P') n'est pas faisable : la vérification

peut étre longue avec des Solitaires plus grands que le Solitaire anglais (Solitaire frangais par exemple, qui).

Solutions du Solitaire francais :

Le Solitaire frangais n'a hélas pas de solution en partant du milieu pour arriver au milieu (cf. Solitaires frangais complémentaires).

Voici une autre démonstration dérivée de la la regle de trois :

clalh
albfcfalh
blclalblelalb
alhlo|alhlel|a
clalhle]albfe
clalble]a
zlalh

On colorie le plateau du Solitaire frangais par les trois couleurs {a,b,c}.

On considere les 3 fonctions suivantes :

a(n) = (nombre de pions d'un plateau ayant la couleur a aprés un nombre de mouvements valides n) modulo 2
b(n) = (nombre de pions d'un plateau ayant la couleur b aprés un nombre de mouvements valides n) modulo 2
c(n) = (nombre de pions d'un plateau ayant la couleur ¢ aprés un nombre de mouvements valides n) modulo 2
x modulo 2 représente le reste de la division de x par 2 (congruence modulo 2), c'est a dire que :

si x est pair, x modulo 2 = 0 (x congru a 0)
si X est impair, x modulo 2 =1 (x congru a 1)
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000
Q0000
s(e[e|e[e|0e
DOORO00 D
s[e[e[aje|ee
Q0000

000

P P

Au Solitaire francais (37 cases), entre la configuration P (36 pions) et la configuration P' (1 pion), il nécessite donc 36 - 1 = 35 mouvements valides.

a(0), b(0), c¢(0) sont les nombres de pions modulo 2 pour la configuration initiale P (pas encore de mouvement)
a(1), b(1), ¢(1) sont les nombres de pions modulo 2 apres le premier mouvement

a(35), b(35), ¢(35) sont les nombres de pions modulo 2 pour la configuration finale P' (dernier mouvement)

Calculons le nombres de pions de couleurs a, b et ¢ pour la configuration initiale P :
12 pions de couleur a pour P
12 pions de couleur b pour P
12 pions de couleur ¢ pour P

Donc :

a(0) =12 modulo 2 =0
b(0) =12 modulo 2 =0
c¢(0)=12 modulo2=0

Le premier mouvement quel qu'il soit fait perdre 2 pions de couleurs b et ¢ et gagner un pion de couleur a :
Donc a(1) = 13 modulo 2 = 1
Donc b(1)=11 modulo 2 =1
Donc ¢(1) =11 modulo 2 =1

On s'aperc¢oit donc qu'un mouvement valide quelconque fait varier a(n), b(n) et ¢c(n) de la valeur 0 a 1 ou de la valeur 1 2 0 et ce quel que soitn (0 £n =
35)

Etdonc a(n+ 1), b(n+ 1) et c(n+ 1) passent a 1 quand a(n), b(n) et c(n) sont a 0 et inversement a(n + 1), b(n + 1) et c(n + 1) passent a 0 quand a(n), b
(n) et c(n) sont a 1.
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Ce qui s'écrit d'ailleurs si a(0) =b(0) =c(0)=0:
aln+1)+am)=1:an+1)=1-a(n)
b(n+1)+bn)=1:b(n+1)=1-b(n)
cn+1)+cmn)=1:cn+1)=1-c(n)

(0 £n % 35)

On a donc :
a(2p)=0
ap+1)=1
b(2p)=0
b2p+1)=1
c(2p)=0
cp+1)=1
0=p=17)

Ou encore :

a(n) = 0 si n est pair
a(n) = 1 si n est impair
b(n) = 0 si n est pair
b(n) = 1 sin est impair
c(n) = 0 si n est pair
c(n) = 1 si n est impair
(0 £n % 35)

On peut donc calculer a(35), b(35) et ¢(35) :
a(35) =b(35) =c(35) =1 (35 est impair)

Hors P' n'a qu'un pion de couleur a !
Et donc b(35) et c(35) devraient avoir la valeur 0 si le couple de configurations (P,P") était faisable (décomposable en mouvements valides).

Le Solitaire frangais n'a donc pas de solution (milieu vers milieu).
Pourtant on jouait au XVIIIéme siecle a ce jeu et j'imagine que la princesse de Soubise n'était pas assez stupide pour jouer a un jeu sans solution.

En effet, Frans CREMERS, un instituteur a la retraite d'Aalter, en Belgique, a trouvé la clef de la solution. En fait, il a découvert comment la version
originelle était jouée au XVIIIéme siecle :
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Le pion de départ n'est pas réellement pris, il peut étre remis ultérieurement. C'est au joueur de décider quand il souhaite le remettre a sa place. Voila
comment on y jouait :
Démarrez avec 37 pions, enlevez un pion, mettez-le de coté et remettez le plus tard dans le trou ou vous l'avez pris.

Source : http://www.users.skynet.be/sol.france/nouv.htm

Il y a donc des solutions mais je ne les ai pas comptabilisées, n'ayant pas vraiment traité le Solitaire frangais.

Solutions du Solitaire anglais :

Des solutions particuliéres, vous en trouverez sur plusieurs sites comme sur celui de Frederic DOS SANTOS :

http://www.chez.com/Solitaire/solut 1.htm
http://www.chez.com/Solitaire/solut 2.htm

J'ai calculé en 1997-1998 le nombre exact de chemins distincts aboutissant a la solution du Solitaire anglais (partir du milieu pour arriver au milieu).
IL Y A 40 861 647 040 079 968 SOLUTIONS AU SOLITAIRE ANGLAIS

Ce résultat a été vérifié et publié aussi par Frédéric DOS SANTOS sur son site :
http://www.chez.com/Solitaire

J'ai ensuite calculé le nombre total de chemins du Solitaire anglais dans le but d'évaluer une probabilité de gagner au Solitaire.
IL Y A 577 116 156 815 309 849 672 CHEMINS POSSIBLES AU SOLITAIRE ANGLAIS

Tout d'abord la répartition des solutions n'est pas du tout équiprobable, c'est a dire qu'il existe des zones a trés forte densité en solutions et des zones
totalement vides.

Donc le calcul d'une telle probabilité n'a pas vraiment de sens car un tel nombre ne représente pas la probabilité de gagner en jouant au hasard mais
seulement la proportion de chemins gagnants par rapport a I'ensemble des chemins réalisables (en partant du milieu).

D'ailleurs ce nombre si vous le calculez :
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40 861 647 040 079 963 1

577 1lle 156 515 309 549 672 14124

Vous voyez, ¢a ferait environ une chance sur 14124 de gagner au Solitaire anglais mais ¢a ne veut pas dire pour autant que vous trouverez une solution
en jouant au hasard apres 14124 tentatives (vérifier avec un ordinateur en tirant au hasard des chemins).

Par contre, si vous avez une solution, vous pouvez trouver d'autres solutions assez proches facilement en parcourant par exemple I'ensemble des
chemins sur un plateau intermédiaire qui a mené a la solution lorsqu'il ne reste que quelques pions sur ce plateau (moins de 16). C'est aussi une fagon de
trouver des solutions en jouant d'abord jusqu'a un plateau intermédiaire (de 16 pions par exemple) qui semble pertinent (avec des pions regroupés vers
le centre par exemple) et d'ensuite calculer 1'ensemble des chemins a partir de ce plateau. On peut également le faire a I'envers, a partir de la solution et
remonter jusqu'a un plateau intermédiaire et laisser 1'ordinateur calculer les chemins inverses entre le plateau intermédiaire et la position de départ qu'on
a choisi.

Au sujet de trouver une solution avec I'aide des probabilités , Pascal Glauser (voir son site
http://homepage.sunrise.ch/homepage/pglaus/Solitaire/solitaire.htm) utilise une méthode basée sur 'affectation de poids aux cases du jeu en fonction de
la distance de ces cases par rapport au centre du jeu et ceci afin d'augmenter la probabilité de trouver une solution en constatant justement que les
plateaux ou les pions sont regroupés vers le centre du jeu et répartis symétriquement ont plus de chance d'aboutir a une solution que les plateaux avec
des pions répartis aux extrémités du jeu par exemple.

Pascal Glauser a d'ailleurs utilisé un algorithme génétique pour trouver des solutions sur ce principe que vous pouvez tester en ligne sur son site.

11 a affecté des poids par coloriage sur les cases du jeu en fonction de I'¢loignement des cases par rapport au centre du jeu : poids identiques pour les
cases symétriques par rapport a I'axe horizontal, vertical ou diagonal.

Ces poids permettent d'augmenter la probabilité de gagner en favorisant les plateaux ayant des pions plus proches du centre du jeu en moyenne.

Pour cela, on peut utiliser la représentation suivante ou les cases sont différenciées suivant qu'elles sont symétriques ou non, par rapport a l'axe
horizontal, vertical ou diagonal :

ERNONEE
EREDEEE
NEEEOEN
pfojrlclriols)
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On peut ensuite donner une valeur aux cases (poids), en fonction de 1'éloignement par rapport au centre, ce qui donne par exemple, la représentation
suivante ou le centre a un poids égal a 1 :

Si un pion est dans une case, il aura le poids associé a cette case. Ce poids représente la distance symbolique entre le pion et le centre du jeu. La somme
des poids de tous les pions présents sur un plateau représente la distance symbolique de tous les pions par rapport au centre, nous l'appellerons le poids
du plateau.

Donc, plus un plateau est /éger, plus ses pions sont proches du centre, le poids du plateau le plus 1éger étant égal a 0 (aucun pion), le poids du plateau
avec un seul pion au centre étant égal a 1, etc...

On peut également utiliser les barycentres avec les coordonnées du jeu centré en (0,0) et les vecteurs poids associés sur les cases, ce qui permettrait
d'avoir le poids du plateau calculé avec la somme des normes (distances) des vecteurs, ainsi que le centre de gravité des pions du plateau calculé avec
la somme des vecteurs poids divisée par le nombre de pions.

On choisit les plateaux successeurs ou la densité des pions est plus importante au centre du jeu (plateau léger) et ou le centre de gravité des pions est
proche du centre du jeu (plateau équilibré). On peut imaginer pour cela un plateau posé en équilibre en son centre sur une aiguille ou le barycentre des
pions se rapproche du centre a mesure que le plateau s'allége. Du fait de la concentration des pions au centre, le plateau s'allege tout en s'équilibrant car
les pions se retrouvent entre eux en symétries horizontales, verticales ou diagonales plus facilement : par exemple, 2 pions en symétrie centrale sont en
équilibre, 3 pions appartenant a un triangle équilatérale inscrit dans un cercle (symétries verticales et diagonales) sont en équilibres, 4 pions appartenant
a un carré inscrit dans un cercle (symétries horizontales et verticales) sont en équilibres, etc... Remarquons toutefois que le dernier coup gagnant au

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html 18/09/2005



Solitaire Page 88 sur 118

solitaire anglais n'est pas réalisé sur un plateau équilibré (exemple du triplet du style (101) équilibré mais sans solution), mais est réalisé sur un plateau
non équilibré avec un quintuplet du style (11000) ou (00011), ce qui pourrait retarder la découverte de solutions dans un algorithme de parcours en
profondeur du graphe utilisant les critéres ci-dessus.

Important : il existe une solution complémentaire a toute solution !

Solutions Complémentaires du Solitaire :

Vous avez remarqué que le plateau de départ (32 pions sans celui du milieu) était l'inverse, 1'opposé ou le complémentaire (comme vous voulez) du
plateau d'arrivée (1 pion au milieu seulement).

Imaginez que vous jouez un coup avec la configuration de départ ou initial du Solitaire : de 32 pions, il reste alors 31 pions.

Faites le complémentaire des 4 coups jouables du départ : Vous retrouvez les 4 coups possibles terminant le Solitaire. Jusque la c'est normal vous me
direz.

Continuez le processus avec 30 et 3 pions, 29 et 4 pions,..., 17 et 16 pions (milieu du jeu).

On voit alors que I'ensemble des plateaux a 17 pions, atteints aprés avoir commencé du départ a pour complémentaire I'ensemble des plateaux a 16
pions ou pour chacun de ces plateaux a 16 pions, il existe au moins un chemin aboutissant a une solution.

Et le nombre exact de chemins menant a un plateau a 17 pions est égal au nombre de chemins d'un plateau a 16 pions aboutissant a la solution si ces
deux plateaux (16 et 17 pions) sont complémentaires (car les chemins seraient donc complémentaires aussi dans ce cas et leurs nombres identiques par
symétrie)

De plus, sur les :

() = 1 166 803 110 combinaisons des solitaires & 17 pions

lé
(5, = 1 166 803 110 combinaisons des solitaires 4 16 pions

http://eternitygames.free.fr/Solitaire.html 18/09/2005



Solitaire Page 89 sur 118

Seule une petite fraction de ces Solitaires (plateaux) aboutissent a la solution (plateau final) :

e 26482 824 des Solitaires a 17 pions sur 1 166 803 110 aboutissent & au moins une solution (ou chemin gagnant) soit 2.27%.
e 20773 236 des Solitaires a 16 pions sur 1 166 803 110 aboutissent & au moins une solution (ou chemin gagnant) soit 1.78%.

Mais a quoi servent ces histoires de complémentaires me diriez vous ?

e Maintenant imaginez un chemin allant du départ jusqu'a l'arrivée (une solution donc).
e Faites le complémentaire du chemin, c'est a dire que vous inversez tout :
o L'ordre du chemin qui était de 32 pions vers I pion devient de I pion vers 32 pions.
o Mais il faut aussi faire les complémentaires des plateaux eux-mémes :
= Ainsi un plateau a 1 pion devient un plateau a 32 pions et un plateau a 32 pions devient un plateau a 1 pion.
= Un plateau a 2 pions devient un plateau a 31 pions et un plateau a 31 pions devient un plateau a 2 pions.
= Enfin, un plateau a 16 pions devient un plateau a 17 pions et un plateau a 17 pions devient un plateau a 16 pions.
e Donc on a finalement un chemin complémentaire de 32 pions vers I pion qui est aussi UNE SOLUTION !!!

On en conclut que chaque chemin menant a une solution a un chemin complémentaire qui meéne aussi a une autre solution.

Si vous avez trouvé une solution, vous en avez trouvé deux en fait, sans oublier que d'autres solutions sont généralement tres proches.

Solutions minimales du Solitaire anglais :

Voila la encore, un challenge qui a été résolu dés 1912 par Ernest Bergholt.
John Beasley a prouvé que la solution de Ernest Bergholt était minimale en 1964.

Livre de John D. Beasley
Solution minimale ?

Solution minimale d'Ernest Bergholt
Nombre de solutions minimales du Solitaire anglais

Livre de John D. Beasley :
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Je vous conseille le livre référence du Solitaire de John Beasley méme si je ne 1'ai pas Iu car malheureusement le tirage est écoulé. (out of print comme
disent nos amis Anglo-Saxons).

John Beasley, The Ins and Outs of Peg Solitaire, 275 pages, 1985, ISBN 0-19-853203-2
Oxford University Press

Solution minimale ?
Mais qu'est ce qu'une solution minimale ?
C'est tout simplement une solution ou I'on a utilis¢ un maximum de fois les mémes pions a la suite.

Par exemple si un des 4 pions que vous choisissez au début sautait tous les autres pions pour finalement atteindre le trou central, ce serait une solution
minimale on ne peut plus minimale.

Mais au Solitaire anglais, ce cas n'est vraiment pas possible (on n'est pas aux Dames ou I'on avale tous les pions adverses a la fin avec le pion promu
Dame).

Solution minimale d'Ernest Bergholt :

Voici la solution minimale d'Ernest Bergholt :
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Les couleurs violettes et bleues mettent en évidence les pions joués ou a jouer, l'alternance de ces couleurs mettant-elles en évidence le nombre de
coups joués a la suite par un méme et unique pion.

1 46x44

1 65x45

: 57x55

: 54x56

: 52x54

1 73x53

1 43%x63

: 75X73x53

: 35x55

10 : 15x35

11 : 23x43x63x65x45x25
12 : 37x57x55x53

13 :31x33

14 : 34x32

15 : 51x31x33

16 : 13x15x35

17 : 36x34x32x52x54x34
18 : 24x44

OCO~NOOUITA,WN PR

Vous remarquez qu'il y a 18 lignes.

Une ligne représente un balayage, c'est a dire un mouvement d'un pion qui capture un certain nombre d'autres pions (1 ou plusieurs). John Beasley a
justement prouvé qu'il n'y avait pas moins de 18 balayages dans une solution au Solitaire anglais. Cette solution est donc minimale.

Philippe Basciano dit que cette preuve a été¢ donnée par Berkeley, un pseudonyme pour W. H. Peel : lisez le livre et envoyez-moi un mail si vous avez la
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réponse a : eternitygames@free.fr

46x44 signifie que le pion en ligne 4 et colonne 6 va dans le trou en ligne 4 et colonne 4. (le trou du milieu bien-siir)
75x73x53 signifie que le pion en ligne 7 et colonne 5 va d'abord dans le trou en ligne 7 et colonne 3 puis en ligne 5 et colonne 3.
Vous voyez alors pourquoi on parle de solution minimale : c'est la plus petite fagon de représenter une solution, les "X" évitant les redondances.

C'est aussi le chemin le plus rapide pour atteindre une solution bien-slr puisqu'on garde le méme pion plus longtemps.
Nombre de solutions minimales du Solitaire anglais :

I1 existe d'autres solutions aussi minimales que celle-ci, Sidney Cadot les a méme toutes calculées.
Il m'a précisé qu'il existe 936 solutions minimales différentes comme son graphe l'indique (cliquer sur I'image pour aller sur le site) :

Exl17 | E#x10 | 12

ITx13x0]

Ixdxtn2s e ]
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Il semble donc qu'aucune solution minimale posséde en plus un balayage plus grand que les 6 comptabilisé€s dans la premiére solution minimale
d'Ernest Bergholt :

o 23x43x63x65x45x25 (6)
o 36Xx34x32x52x54x34 (6 aussi)

D'ailleurs, on pourrait calculer aussi les solutions ayant les plus longs balayages sans qu'elles soient forcément minimales :

On sait d'ailleurs grace au résultat des 18 balayages minimums a toute solution que le balayage le plus long dans toute solution est inférieur ou égal a 15
(32-18+1).

Ce résultat doit €tre bien inférieur a 15 je suppose, alors si quelqu'un connait le résultat...

On avait vu ici que le balayage le plus long au solitaire anglais est de 16, ce qui signifie que ce balayage est inatteignable a partir du départ et/ou que ce
balayage n'atteint pas lui-méme l'arrivée (maximum de 15 mouvements dans une solution).

En fait dans ce cas-ci, ce balayage n'est ni atteignable ni n'atteint la solution : CF. La régle de trois et Critére des extrémités du Solitaire (probléme
complémentaire).

Procédures pour calculer les successeurs (ou prédécesseurs) d'un plateau :

Quand j'ai commencé a réfléchir sur le solitaire en 1996, je ne soupgonnais pas du tout ce qui se cachait derriere ce jeu qui parait plus simple qu'il n'est
vraiment.

Je pensais au début qu'une simple exploration du graphe du solitaire me permettrait de trouver une solution particuliére :
Il n'en est rien en fait comme je I'ai dis plus haut car le graphe est bien trop grand. (Il faudrait élaguer l'arbre pour le réduire et ainsi trouver des
solutions particuliéres en utilisant les critéres vus ici et les symétries/Rotations du jeu).

Mais comme je n'avais pas encore l'Internet a cette époque ni aucune information sur ce jeu, je me suis lancé sans théorie ni rien, et le Solitaire m'a ainsi
appris beaucoup de choses.

Je ne connaissais pas encore les graphes et encore moins leurs théories (cf. théorie des graphes) a ce moment (et méme apres avoir trouver le nombre de
Solutions du Solitaire anglais d'ailleurs), mais intuitivement les explorations de graphes m'étaient déja familicres car je les utilisais sans le savoir dans
des programmes précédents comme celui pour résoudre Le compte est bon.
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Si vous ne connaissez pas les graphes, voir plus bas des détails et un exemple.

A 1'époque, j'avais donc fait de l'exploration en profondeur du graphe une priorité et ainsi le calcul des successeurs d'un plateau devait étre le plus
rapide possible.

Pour trouver les successeurs d'un plateau, il suffit de regarder les 76 triplets horizontaux et verticaux vérifiant la suite binaire 110 ou 011 (0 = un trou, 1
= un pion).

Soit reg64 un registre sur 64 bits représentant binairement le plateau du solitaire :

On peut utiliser l'instruction machine SUB reg64,0...01100...0B qui soustrait reg64 de 110 a I'emplacement voulu, on teste ensuite si les 3 bits sont a
zéro avec l'instruction machine TEST reg64,0...01100...0B qui est une instruction AND classique mais qui ne modifie pas le registre reg64.

Pour les prédécesseurs, il faut trouver les suites binaires 001 ou 100.

Pour calculer un plateau successeur ou un plateau prédécesseur, on inverse la suite binaire trouvée correspondante :

e 110 <==>001
e 011 <==>100

On pourra utiliser un OU EXCLUSIF (complémentaire de 1'équivalence logique) avec 1'instruction machine XOR reg64,0...01110...0B (en C :
var647=0...01110...0B) qui inverse les 3 bits correspondants ou simplement utiliser une addition puisqu'on a mis les 3 bits a zéro précédemment, il
suffit alors de remplacer les 3 zéros par la valeur des 3 bits complémentaires.

Exemple de programme pour tester et inverser les triplets (Assembleur) :

e Triplets horizontaux :

SUB reg64,011B ; on soustrait reg64 de 011B

TEST reg64,111B ; on teste les 3 bits

JZ TRIPLET Al ; siles 3 bits sont nuls, on va a TRIPLET Al
SUB reg64,110B-011B ; on soustrait reg64 (initial !) de 110B

TEST reg64,111B ; etc.

JZ TRIPLET BI

SUB reg64,011000B-110B
RETOUR_TRIPLET A2:

TEST reg64,111000B
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TRIPLET Al:

JZ TRIPLET A2

ADD reg64,011B-011000B ; anticipe le calcul du test suivant
; (remet reg64 initial et met a 0 les 3 bits suivants)
PUSH RETOUR_TRIPLET A2  ; enregistre sur la pile l'adresse de retour
PUSH reg64 ; enregistre sur la pile reg64
ADD reg64,011000B-011B+100B ; on inverse les 3 bits par addition

e Triplets verticaux :

SUB reg64,000000010000001000000B ; idem sauf que les bits sont alors espacés dans la représentation
TEST reg64,100000010000001000000B

JZ TRIPLET A20

SUB reg64,100000010000000000000B-000000010000001000000B

TEST reg64,100000010000001000000B

JZ TRIPLET B20

SUB reg64,0000000100000010000000B-100000010000000000000B

RETOUR_TRIPLET A21:

TRIPLET A20:

TEST reg64,1000000100000010000000B
JZ TRIPLET A21

ADD reg64,000000010000001000000B-0000000100000010000000B

PUSH RETOUR_TRIPLET A21

PUSH reg64

ADD reg64,0000000100000010000000B-000000010000001000000B+100000000000000000000B

Page 96 sur 118

Tout ceci est bien lourd pour de simples tests mais c'est rapide et c'était le but que je m'étais fixé au tout début. J'utilisais deux registres de 32 bits pour
codés les 33 bits du solitaire mais le deuxiéme registre (ou 33¢me bit donc) était décalé dans le premier uniquement pour traiter les 4 cas particuliers ou

le 33éme bit était nécessaire dans les tests des triplets (mais maintenant autant utiliser les registres de 64 bits).

D'ailleurs, en utilisant de la mémoire vive, j'ai méme fait beaucoup plus compliqué mais c'était vraiment pour le plaisir :

Alors qu'il est logique d'utiliser une représentation du solitaire comme celle-ci (représentation normale utilisée plus haut ou les pions 1 a 33 sont codés
dans une suite binaire de 33 bits) :
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7l 8 910111213
T4{15{16]17]18)19)20
21{22{23)24|25)26)27
28{29[30
31{32[33

On peut compliquer la représentation dans le but d'optimiser la recherche des successeurs (ou prédécesseurs).
Les successeurs sont précalculés dans la mémoire vive mais pas complétement puisque la mémoire ne permet pas d'enregistrer tous les successeurs des

2% différents plateaux du Solitaire !

On utilise cette représentation horizontale et verticale a 2 fois 21 bits qui va permettre de passer d'un bloc a 21 bits a 'autre rapidement :

30)26{22
31)27[23
1213 292
1617 R
20f21 6 5[ 4
32)28(24
33)29(25

wf11 2 3
14{15
1319 & 7

4=

=]
—
Ln

h

Les 33 bits du solitaire sont donc ordonnés suivant qu'on s'intéresse aux plateaux successeurs horizontaux ou verticaux.

On calculera auparavant dans la mémoire vive l'ensemble des successeurs de tous les blocs de 21 bits.
Sur les 2*' différents plateaux a 21 bits (2 097 152) :

o 2" x 4 =8 méga-octets sont nécessaires a une table d'adresses pointant sur les successeurs.
Sur les 4 octets utilisés pour pointer sur l'adresse, 3 suffisent si on s'arrange bien, ce qui permet d'avoir un octet pour inscrire le nombre de

Successeurs.
e Les successeurs codés sur 4 octets (ou 3 pour économiser de I'espace) sont dans une autre table qui nécessite 38 MO de mémoire vive avec 4

octets par bloc de 21 bits (ou 25 MO avec 3 octets par bloc de 21 bits).

On a donc besoin de 45 MO (ou 33 MO), ce qui est conséquent mais de moins en moins puisqu'on trouve aujourd'hui des ordinateurs avec 256 MO de
RAM.

D'ailleurs sachant qu'il y a 15 successeurs au maximum pour un bloc de 21 bits, on peut répartir 1'ensemble des successeurs sur 128 MO, 16x4 octets
utilisés pour représenter les successeurs de chaque plateau de 21 bits.
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On a alors plus besoin que d'un seul accés a la mémoire vive pour avoir un successeur a la place de deux comme plus haut (table d'adresses + table des
successeurs).

Pour passer d'un bloc de 21 bits horizontal a un plateau du solitaire normal (33 bits), on colle les 12 bits verticaux qui restent.

Voila une structure possible du solitaire (33 bits) :

B3 FII23 2019, 87 1

Regbd : | [ ] | | |
31 bits inutilisés 1 12 12 g

Les 8 bits a droite représentent les 8 pions du carré central sans le pion du milieu qui est a la fin en 32éme position (0...32).
Les 12 bits suivants représentent les 12 pions horizontaux du jeu a gauche et a droite du carré central.

Les 12 bits suivants représentent les 12 pions verticaux du jeu en haut et en bas du carré central.

Le pion central a la fin.

Pourquoi cette représentation ?
Parce qu'il faut pouvoir traiter les blocs verticaux en passant d'un plateau a 33 bits (solitaire) a un bloc vertical sur 21 bits et inversement.

L'astuce est de faire une rotation sur les 8 premiers bits (carré central sans le pion central) pour passer d'un bloc horizontal (21 bits) a un bloc vertical
(21 bits) et inversement pour finalement revenir a un plateau (33 bits).

On fait une rotation a droite de 2 unités pour passer d'un bloc horizontal a un bloc vertical et une rotation a gauche pour l'inverse.

Je rappelle que pour faire une rotation binaire (bitwise rotation en anglais), on dispose des instructions en assembleur ROL, ROR, RCL et RCR (RCL
et RCR tres utiles pour gérer un 33éme bit dans CF par exemple) ; a ne pas confondre avec SAL, SAR, SHR, SHLD et SHRD utilisés plus fréquemment
mais pour le décalage binaire (en langage C, pour simplifier, ce sont les fonctions "rotl()" ou "rotr()" pour la rotation binaire a gauche ou a droite et les
opérateurs "<<" ou ">>" pour le décalage binaire a gauche ou a droite).

Le pion central n'a pas besoin d'étre tourné étant déja au centre, c'est pour quoi il est éloigné de ses voisins dans la représentation.

On pourra calculer les successeurs et prédécesseurs avec la méme table de précalculs.
Si la table représente les successeurs (par exemple), on peut trouver les prédécesseurs grace a cette formule :
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“5 Plateaux,(1) = 5> Plateaux,(1)

o Avec Plateaux (i) : le ieme plateau a n pions (sur 21).

e Les fléches représentant le jiéme prédécesseur et successeur du plateau.
e Les barres au-dessus étant les complémentaires de I'expression.

Logique vous me direz :
Le complémentaire d'un successeur d'un plateau complémenté est un prédécesseur du plateau !

On ajoute deux instructions XOR pour calculer les complémentaires et on a ainsi les prédécesseurs a la place des successeurs.

Voila en ce qui concerne la recherche des successeurs, une simple boucle de 10 lignes en C aurait suffit mais pourquoi faire simple quand on peut faire
compliqué ?
Surtout quand le gain en vitesse est important !

Graphe du Solitaire :

e Graphe orienté sans circuit (GOSC)

e Chemins de longueur k et Fermeture transitive

e Algorithmes pour calculer le nombres de solutions et le nombre total de chemins
o Premier Algorithme
o Deuxieme Algorithme
o Un dernier Algorithme

Graphe orienté sans circuit (GOSC) :

Le Solitaire est un Graphe Orienté Sans Circuit (GOSC, dag en anglais pour directed acyclic graph) :
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=
r ) 1

Un circuit est un chemin dont les deux extrémités coincident (c'est donc un cycle orienté).

Un GOSC peut présenter de nombreux cycles, mais par sa définition méme, on ne peut jamais tomber sur un circuit si I'on suit les arcs dans la direction
indiquée.
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Le Solitaire n'est pas un arbre car il posseéde des cycles (cf. figure) mais un GOSC ressemble a une arborescence et particulierement le Solitaire qui est
presque un arbre.

Tout graphe peut étre défini par sa matrice d'adjacence M qui est une matrice carrée booléenne (que des 0 et des 1). L'existence d'un arc entre P et P' se
traduit par la présence d'un 1 a l'intersection de la ligne P et de la colonne P' de la matrice M ; l'absence d'arc, par la présence d'un 0.

Le solitaire anglais ayant 233 combinaisons d'emplacements de pions sur le plateau, cette matrice carrée M a donc 233 lignes et colonnes et donc 266
¢léments, autant dire qu'elle n'est pas représentable méme par un ordinateur (pour l'instant).

Chemins de longueur k et Fermeture transitive :

Chemins de longueur Kk :

En théorie des graphes, pour calculer 1'ensemble des chemins de longueur k entre chaque couple de sommets (P,P') du graphe, on ¢éléve a la puissance k
la matrice d'adjacence M du graphe (on peut le prouver par récurrence sur k).

M représente les chemins de longueur 1
M?> représente les chemins de longueur 2
M3 représente les chemins de longueur 3

MK représente les chemins de longueur k

Au Solitaire, Mi=0 pour tout i #n-1 (donc M?32 = 0 au Solitaire anglais : n = 33 emplacements).

Dans le graphe du Solitaire, on a cette propriété :
Si il existe au moins un chemin de longueur k entre un somment P et P', alors il n'existe pas de chemin de longueur inférieure ou supérieure a k entre P
et P'.

En effet, si il y a k mouvements entre le plateau P et P' (chemin de longueur k) alors le nombre de pions de P est égal au nombre de pions de P' + k. Si k
est inférieur ou supérieur, il n'y donc aucun chemin transformant P en P'.

Ce qui se traduit en notant I'(x) I'ensemble des successeurs du sommet X :
(x} NTE)NT2X) M. AT¥E) M ... =&
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Fz(x) est I'ensemble des successeurs des successeurs de x
F3(x) est I'ensemble des successeurs des successeurs des successeurs de x

Défini par la relation de récurrence :
I'(x) = ['(x) et T¥(x) = TT*(x))

Ce qui se traduit matriciellement :
si Mk(ij) # 0 alors Ml(ij) = 0 pour tout i = k.

C'est a dire que si on considere la somme S =M + MZ+M3+ ..+ Mk, chaque ¢élément de la matrice S(i i) appartient soit 8 M ou MZou..ouM¥:1la

somme est donc une réunion en quelque sorte.

LasommeS=M+M2+M>+..= Z M' =M + M? + M3 + ...+ M™2 traduit le nombre de chemins entre chaque couple de sommets (P,P')
Avec la méthode de Horner : S = M' = M(I+ M(I + M(...(l + M))

Au solitaire anglais S =2 Mi=M+M2+M3+ .. +M3! (on s'arréte a n-2=31 car il n'y a pas de chemin de longueur supérieur a 31)

MK =0 pour tout k = n-1 : la matrice est nilpotente d'indice n-1.

M3l a par exemple 332 =1089 composantes possiblement non-nulles, les autres composantes étant nulles :
Il y a C34 plateaux P avec 32 pions : C32 =33

Il'y a C}, plateaux P' avec 1 pion : C}, =33

Donc il existe 332 = 1089 couples de sommets (P,P') qui ont des chemins de longueur 31 quand ils existent.
De plus, les éléments de la matrice M + M? + ... + M3 sont nuls pour ces 1089 couples.

On peut organiser la matrice M comme ceci (Solitaire anglais) :
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p=1-p=2 p=16 p=17 p=3lep=3i -
d g diagonsle des (1,1)
(nulle au solitaire frangaiz)

Dans cette disposition :

iR I= i:]
Dione |2 triangle supérieur
de |3 matrice ast nul

iR = iHRi1

(=wmeétrie par rapport A la 2éme diagonale)

La partie Rackurée représente
dac fa some o fsomaion wtie

diagonale des (i,1)
[rlle)

il

Matrice carrée triangulaire inférieure, symétrigue par rapport 3 la deuxiéme disgonale et nilpotente
(nilpotente car e triangle supériewr et la disgonale sont nuls : M™ =0, n = 31 au Solitaire anglais)

p = k représente 1'ensemble des plateaux a k pions, k = 32 au Solitaire anglais (0 pion et 33 pions n'ont pas d'intérét au Solitaire anglais).
p = 16 représente I'ensemble des plateaux a 16 pions par exemple.

M représente les chemins de longueur 1 : d'ou les triangles de valeur nulle le long de la diagonale.

La matrice M? devient alors :
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p=1-p=2 p=16 p=17 p=31-p=32

disgonale des (1,1)
(nulle au solitaire frangaiz)

Dans cette disposition :

iR I= i:]
Dione |2 triangle supérieur
de |3 matrice ast nul

iR = iHRi1

(=wmeétrie par rapport A la 2éme diagonale)

La partie Rackurée représente
dac fa some o fsomaion wtie

diagonale des (i,1)
[rlle)

ME

Matrice carrée triangulaire inférieure, symétrigue par rapport 3 la deuxiéme disgonale et nilpotente
(nilpotente car e triangle supériewr et la disgonale sont nuls : M™ =0, n = 31 au Solitaire anglais)

M? représente les chemins de longueurs 2 : les triangles de valeur nulle le long de la diagonale sont alors plus grands.

M"2 = M3! = 0 (au Solitaire anglais)
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La matrice S = M + M? + ... peut donc étre représenté comme ceci :

disgonale des (1,1)
[nulle au zolitaire frangaiz)

iR ket Ri=iRi

Dans cette disposition :

iRi— i:]
Donc le triangle supérisur
de |a matrice est nul

iR = iRI

(symétrie par rapport 3 la 2éme diagonale))

La partie hackurée mpesente
dom? 3 zome dinformation while

diagonale des(i,1)
[rlle)

S=M+M+

Matrice carrée triangulaire inférieure, symétrique par rapport & la deuxidgme disgonale et nilpaterte
(rilpoternte car le triangle supérieur et la diagonale sont nuls - M™=0, 0= 31 au Soltaire angkis)

Remarque :

Le nombre total de chemins a partir de P est la somme des éléments de la ligne dans la matrice M correspondant a P.
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Le nombre total de chemins se terminant a P' est la somme des éléments de la colonne dans la matrice M correspondant a P'.

Le nombre total de chemins global est la somme de tous les éléments de la matrice M (somme de toutes les lignes ou de toutes les colonnes de la
matrice M).

Fermeture transitive d'un graphe :

La Fermeture transitive F d'un graphe est une version simplifié¢e de S ZZ M

S =Z M' donne le nombre de chemins entre P et P’
F donne l'existence ou non d'un chemin entre P et P', c'est a dire que F est une matrice booléenne.

Remarque :
I1 suffit de remplacer dans S tous les ¢léments supérieurs ou égaux a 1 par 1 justement pour avoir la fermeture transitive F.

Si on considere F(x) la Fermeture transitive d'un sommet x sur le graphe, on a l'expression :
F(x) = {x} UT(x) UT?(x) U ... UT™2(x)

La Fermeture transitive s'obtient en utilisant comme loi additive, la somme logique + (ou logique) et comme loi multiplicative, le produit logique (et
logique) :

La matrice M[X] est la matrice M a la puissance k en tenant compte des ces 2 lois : c'est donc aussi une matrice booléenne (comme M).

Mkl représente donc I'existence ou non de chemins de longueur k entre P et P'.

La Fermeture transitive représente 1'existence ou non de chemins entre P et P' (longueur quelconque) donc :
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F=1+M+ MBI MBI 4 4 min-2]
Au solitaire, on s'arréte a n-2 pour les mémes raisons que pour la matrice S.

On obtient la matrice F plus simplement avec cette formule :

F=(1+M)M2l

En effet, la formule du bindme de Newton donne a cause de l'idempotence de la somme booléenne : (1 +1=1):
(A + B)M = Al 4 Aln-11 B 4 Al-21 214 4 BIN]

Et donc :
1+ M2 = qln2] g3 nv g g4 mRT g M2 =1 M ML MBL s s M2 = F

Pour calculer F, on peut remarquer que :
F=(1+M)2l

= (1 +M)ln-1]

= (I +M)ln]

=1+ M)[i], izn2carM=0,izn-1 (matrice F nilpotente d'indice n-1 comme S)

Donc au Solitaire anglais par exemple :
F=1+M)BU=1+Mm)B2

et (I+ M)[32] est rapide a calculer car 32 est une puissance de 2 :
On calcule :

A+ M) =1+ M).(I+M)

A+ M4 =1+ M)La+ w2

A+ MB=a+ M a+ v

A+ M) = 1 4 M8 (14 MBI

1+ M) = 1+ Mltel 1 + mpytlol

On a donc besoin de 5 multiplications matricielles.
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Pour calculer F, il existe aussi I'algorithme de Roy-Warshall plus rapide mais nécessitant quand méme 2% opérations rien qu'au solitaire
anglais ! (complexité en O(n3), n=2% sommets)

Algorithme de Roy-Warshall :

I.LF<— M

2.pouri=1 an faire

3. F@i«1

4. pour k =1 an faire

5. pourj=1 an faire

6. pour i=1 an faire

7. F(i,j) < F(,j) ou ( F(i,k) et F(k,j) )  (quiéquivaut a: F(i,j) < F(i,j) + F(i,k) X F(k,j) )

Pour calculer S, on peut aussi utiliser 1'algorithme de Roy-Warshall (car la matrice M est nilpotente) en 1'adaptant aux sommes et
multiplications habituelles (méme complexité alors que pour F).
La méthode de Horner vue plus haut est plus longue.

Algorithme de Roy-Warshall adapté :

I.S<—M

2.pouri=1 an faire

3. S@Ei) 1

4. pour k =1 an faire

5. pourj=1 an faire

6. pouri=1 an faire

7. S(i,j) < S(i,)) + S(i,k) X S(k.,j)

Remarque :
On peut aussi retrouver S a partir de (I + M)k =I+kM+..+kMT+ MK

(au Solitaire anglais, on calcule (I + M)>2, k=32 car 32 est une puissance de 2 pour les mémes raisons que précédemment)

On obtient S =1+ M +M?2 + ... en enlevant I de I+ M)k, ensuite en divisant par k tous les éléments de la zone de (I + M)k correspondant 8 M (chemins
de longueur 1), en divisant par k (k-1) / 2 tous les éléments de la zone de (I + M)k correspondant a M? (chemins de longueur 2), ..., en divisant par k (k-
1)/ 2 tous les éléments de la zone de (I + M)k correspondant a MKk (chemins de longueur k-1), en divisant par k tous les ¢léments de la zone de (I + M)
k correspondant a MK (chemins de longueur k) : au solitaire anglais on s'arréte a k - 1 = 31.
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La matrice S =2 M (ainsi que la Fermeture transitive F =Z M[i]) peuvent étre calculé aussi en appliquant sur les n sommets P du graphe (23 3 au

Solitaire anglais) un algorithme déterminant tous les descendants du sommet P (calcul moins grand en tenant compte des symétries et des propriétés des
complémentaires).

La matrice S :Z M! (ainsi que la Fermeture transitive F :Z M[i]) ¢étant bien trop grandes pour €tre calculées actuellement, ce sont des algorithmes

déterminant 1'ensemble des descendants d'un sommet P (probléme d'accessibilité en théorie des graphes) qui vont nous permettre de calculer rapidement
le nombre de solutions du Solitaire anglais et le nombre total de chemins a partir du sommet initial (pion au milieu).

L'étape suivante serait donc de calculer la matrice S :Z Mi (ou la Fermeture transitive F :Z M[i]) avec ces algorithmes en les répétant sur les n
sommets P du graphe. Mais déja regardons ces algorithmes pour le calcul du nombre de chemins entre P et P' (milieu vers milieu par exemple).

Algorithmes pour calculer le nombres de solutions et le nombre total de chemins :

Une premiere idée pour calculer le nombre de solutions est bien-siir de parcourir 1'arbre enticrement. On aurait par la méme occasion calculé le nombre
total de chemins en plus.

Mais compte tenu de ce nombre total de chemins au Solitaire anglais (577 116 156 815 309 849 672), les ordinateurs actuels ne sont pas en mesure
d'atteindre ce résultat dans des temps humains avec cette premicre méthode.

On peut concevoir beaucoup d'algorithmes pour résoudre ce probléme mais 1'idée principale est quand méme d'attribuer a chaque plateau du Solitaire le
nombre de chemins qui suivant deux méthodes comptabilisent :

e soit les chemins plateau vers arrivée (choix 1)
e soit les chemins départ vers plateau (choix 2)

On peut aussi bien partir de la fin (choix 1) que du début (choix 2) :
e Partir de la fin permet de connaitre pour n'importe quel plateau du jeu (y compris celui du départ pour calculer le nombre de solutions), le
nombre total de chemins qui vont de ce plateau au plateau final.
e Partir du début permet de connaitre pour n'importe quel plateau du jeu (y compris celui d'arrivée pour calculer le nombre de solutions), le nombre

total de chemins qui meénent a ce plateau (a partir du plateau initial).

Il y a donc un choix a faire entre connaitre le nombre de chemins quelque-soit le départ pour une et une seule arrivée (choix 1) ou connaitre le nombre
de chemins quelque-soit 1'arrivée a partir d'un et d'un seul départ (choix 2).
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e ['avantage du choix 1 est qu'il permet de connaitre le nombre de solutions de tous les Solitaires (plateaux) du jeu, une solution étant un chemin
qui va d'un plateau quelconque au plateau final.

e ['avantage du choix 2 est qu'il permet non seulement de calculer le nombre de solutions du Solitaire anglais (40 861 647 040 079 968 du milieu
vers milieu) mais aussi indirectement le nombre total de chemins du Solitaire anglais si on prend la peine d'additionner les nombres de chemins
pour chaque plateau terminal : un plateau terminal étant un plateau dont on ne peut plus bouger (par exemple le plateau final ou solution).

Le choix 2 permet donc d'avoir les deux résultats pour le méme prix : une pierre, deux coups en quelque sorte.

Mais en y regardant de plus pres les choix 1 et 2 sont équivalents grace aux complémentaires.

On peut calculer le nombre de chemins entre le plateau initial et n'importe quel plateau du Solitaire et aussi le nombre de chemins entre n'importe quel
plateau du Solitaire et le plateau final que ce soit avec le choix 1 ou 2 avec les complémentaires.

On peut également trés bien calculer le nombre total de chemins du Solitaire (a partir du plateau initial) avec le choix 1, c'est a dire en partant de la fin
et ce encore une fois grace aux complémentaires :

On a alors comme seules informations les nombres de chemins arrivant au plateau final mais les chemins complémentés arrivant au plateau final
représentent alors les chemins partant du plateau initial au plateau complémenté et en additionnant le nombre de chemins sur chaque plateau
complémenté ferminal, on obtient le méme résultat.

A I'époque j'ai commencé par le choix 1 pour avoir les nombres de solutions de tous les plateaux avec 32 pions (pas uniquement celui avec le pion
central enlevé au départ) qui arrivent au plateau avec un seul pion au centre.

Le choix 1 permet de calculer le nombre de chemins de toutes les configurations du Solitaire qui arrivent a une configuration particuliére (un pion au
centre par exemple).

Mais je ne savais pas encore qu'avec les complémentaires, j'aurais trés bien pu les calculer aussi avec le choix 2 qui est quand méme plus /logique (ou
naturel).

Maintenant qu'on a 1'idée générale, il faut construire un algorithme suffisamment performant, on utilisera le choix 2.

Je n'ai pas utilisé les symétries du Solitaire pour réduire le probléme dans mon algorithme car il est suffisamment rapide sur mon Pentium III 450 Mhz :
10 h environ pour calculer le nombre de solutions et le nombre total de chemins du Solitaire anglais.

Néanmoins pour réduire la taille des informations enregistrés en mémoire ou sur le disque, il peut s'avérer judicieux de supprimer les symétries
(Rotation, Symétrie axiale) qui ont bien-sir toutes entre elles les mémes nombres de solutions/chemins.

On ne garde alors qu'un plateau qui représente l'ensemble des symétries.

On verra aussi dans le dernier Algorithme que les complémentaires peuvent aussi réduire le calcul du nombre total de solutions.
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e Premier Algorithme
e Deuxiéme Algorithme
¢ Un dernier Algorithme

Premier Algorithme :

J'ai fait cet algorithme alors que je ne connaissais pas encore les graphes (théorie des graphes) :

A cette époque, je ne visualisais pas vraiment le Solitaire comme maintenant : vision moins globale du graphe avec tous les différents plateaux reliés
entre-eux (une partie des plateaux pour €tre un peu plus rigoureux).

J'avais d'ailleurs dans mon premier programme qui calculait le nombre total de solutions, choisi de partir de la fin mais complétement persuadé a
1'époque que c'était judicieux et méme presque obligatoire pour cet algorithme :
Ce qui est évidemment faux puisque 'autre choix (choix 2) revient au méme que le choix 1 grace aux complémentaires comme précisé ici.

Cet algorithme est basé sur une Fonction d'adressage bijective notée F qui transforme un Solitaire a n bits en son numéro dans sa classe d'équivalence
binaire et inversement (avec F'l).

C'est la clef de I'algorithme qui m'a permis d'ailleurs de découvrir une formule mathématique que je ne connaissais pas auparavant pour calculer F
rapidement.

On utilise alors une table T (31>n>1) utilisant si possible toute la mémoire physique disponible avec comme valeurs les nombres de chemins allant du
Solitaire de départ vers le plateau P a n pions avec F(P) comme index de la table.

Le probléme est alors que la mémoire physique disponible est insuffisante sur les ordinateurs actuels : (5-10 Gigaoctets seraient nécessaires) : En effet,

ilya1l 166 803 110 combinaisons de solitaires a 16 et 17 pions, ce qui donnerait déja une table de 1 166 803 110 X 4 =4 667 212 440 octets si on utilise
4 octets pour les valeurs (nombres de chemins) de la table T, ou T, (4 octets suffisent pour les nombres de chemins avec les solitaires a 16 et 17 pions

mais davantage sont nécessaires apres).

Pour garder I'avantage de la mémoire physique par rapport au disque, on est obligé de fenétrer la Table T, c'est & dire de découper la table en autant de
bloc correspondant a la mémoire physique disponible de méme taille.

Ce découpage a une contrepartie : il faut faire autant de traitements identiques qu'il y a de blocs ou presque, ce qui multiplie le temps de 1'algorithme par
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le nombre de blocs. Evidemment, plus la mémoire physique disponible est importante, plus I'algorithme s'effectuera rapidement presque linéairement
(proportionnellement).

Pour optimiser un peu, on crée une table binaire des solitaires déja traités pour éviter de faire plusieurs fois le méme calcul. En fait cette table indique si
un plateau du Solitaire a d¢ja été traité compleétement : c'est a dire si il n'a pas de successeur par exemple ou si tous ses successeurs ont déja été traité, ce
qu'on peut savoir si ils appartiennent a des fenétres inférieures ou égales a la fenétre actuelle.

La taille de cette table est au maximum de 26 482 824 bits, nombre de solitaires a 17 pions aboutissant a un moins une solution : cf. ici (soit 3 310 353
octets).

Pour calculer le nombre total de chemins, il suffit d'additionner les nombre de chemins a chaque plateau terminal.
L'algorithme se présente alors sous cette forme :

e On crée un fichier Plateaux32 avec un seul bloc d'informations :

o Le plateau initial (33 bits).
o La variable nombre de chemins égale a 1.
e On commence avec n = 32 (32 pions). Les valeurs de la table T  sont mises a z¢ro.

o On charge le Fichier Plateaux (sur le disque) dans une mémoire temporaire (Bujffer) par tranche de 1 Mo par exemple (a optimiser pour tirer

profit du DMA pour que la lecture sur disque se déroule pendant le traitement des données).
Les plateaux a n pions (n=32 au début) qui ont la variable associée nombre de chemins supérieure ou €gale a 1 y sont enregistrés.
De¢s que le Buffer est entiérement lu, on recharge le Buffer avec les plateaux suivants.
e Pour chaque plateau et sa variable nombre de chemins associés dans le Buffer, on analyse le plateau pour chercher ses successeurs.
Mais avant on regarde dans la table des plateaux déja traités, si ce plateau est a traiter car sinon on passe au suivant directement (les bits de la
table sont nuls au départ et chaque bit donne l'information sur le ki€éme plateau lu dans le fichier Plateaux )

On calcule tous les successeurs P.
Siil n'y a pas de successeur :
o On additionne la variable globale : nombre de chemins total avec le nombre de chemins du plateau.
o On met a jour la table des plateaux déja traités en positionnant le bit correspondant au plateau a 1.
Sinon pour chaque successeur P :
o On regarde si P appartient a la fenétre : pour cela on calcule préalablement les limites inférieures et supérieurs de cette fenétre (limite inf =
premier Plateau admis, limite max = premier plateau non admis) et on fait simplement ensuite un test pour savoir si lim_inf <P <lim_sup.
» Silim_inf <P <lim_sup, on calule F(P) et on additionne la valeur T [F(P)] avec la variable nombre chemins associée au plateau qui

précede P (on calcule simplement le nombre de chemins pour le plateau P). On passe au successeur suivant.
= Sinon on détermine si P #lim_sup ou si P <lim inf':
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si P lim_sup, on met un indicateur I a 1 disant qu'il existe au moins un successeur dans une fenétre supérieure a la fenétre actuelle.
Sinon l'indicateur I reste a z€ro et on passe au successeur suivant.
e Une fois tous les successeurs traités, si l'indicateur I est a 1, c'est a dire si tous les successeurs du plateau sont dans des fenétres inférieures ou
¢gales, on met a jour la table des plateaux déja traités en positionnant le bit correspondant au plateau a 1. Le plateau est traité, tous ses
successeurs ont ¢té€ calculés et pris en compte dans la table T | ou précédemment enregistrés sur le disque.

e On passe au plateau suivant a partir du Buffer.

o Une fois tous les plateaux de Plateaux lus, on enregistre tous les nombres de chemins T [i] associés aux plateaux F'l(Tn[i]) sur le disque dans le
fichier Plateaux .

e On recommence le méme traitement avec Plateaux mais sur la fenétre suivante et ainsi de suite jusqu'a ce que toutes les fenétres soit traitées et
que Plateaux _, soit crée complétement.

e On recommence depuis le début avec n-1 jusqu'a n=2.

On a alors les 32 fichiers Plateaux ,,,...,Plateaux, avec tous les nombres de chemins associés aux plateaux a n pions.

Et on a aussi la variable globale nombre de chemins total.

Deuxiéme Algorithme :

Le premier algorithme est un peu compliqué méme si trés performant. C'est pourquoi je vous propose cet autre algorithme peut-étre méme plus rapide si
bien optimisé :

On utilisera une structure de donnée classique : Un arbre dit équilibré ou plus précisément un arbre AVL du nom de ces inventeurs (Adelson-Velskii et
Landis).

Un arbre AVL si vous ne connaissez pas est un arbre binaire de recherche équilibré (équilibré en hauteur). On peut aussi utiliser un arbre 2-3-4 a la
place.

Cet arbre nous permet d'accéder, détruire ou ajouter un élément en Log (n). (Complexite d'ordre logarithmique)

Un nceud de l'arbre (une feuille) représente un plateau de Solitaire a n pions codés sur 33 bits avec le nombre de chemins menant jusqu'a lui (choix 2).
On ajoutera aussi le nombre de ces prédécesseurs (plateaux parents) qu'on calculera a la création du nceud, tout ¢a dans le but d'optimiser un peu (en fait
beaucoup).

D'ailleurs, sur l'ensemble des plateaux du Solitaire, le plateau qui posséde le plus de prédécesseurs a pour complémentaire le plateau qui posseéde le plus
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de successeurs.
Le nombre maximum de prédécesseurs est donc aussi le nombre maximum de successeurs.

e On crée un fichier Plateaux32 avec un seul bloc d'informations :

o Le plateau initial (33 bits).
o La variable nombre de chemins égale a 1.
o La variable nombre de prédécesseurs égale a 0.
e On commence avec n = 32 (32 pions).
e On charge le Fichier Plateaux (sur le disque) dans une mémoire temporaire (Buffer n°I). Les plateaux a n pions (n=32 au début) y sont

enregistrés.

Dés que le Buffer n°l est entierement lu, on recharge le buffer n°I avec les plateaux suivants.

Au début le Buffer n°I est largement suffisant bien-stir. On peut utiliser les propriétés du DMA pour faire les chargements pendant le calcul ou

utiliser la mémoire virtuelle directement a la place du Buffer n°I, ce qui revient au méme.

e Pour chaque plateau dans le Buffer n°I, on analyse le plateau pour chercher ses successeurs (les coups jouables).
Pour chaque successeur trouvé :
o On recherche dans l'arbre AVL si le plateau existe déja :
= S'il n'existe pas : on crée un nceud avec ce plateau-ci (33 bits), on ajoute dans la variable nombre de chemins celle du prédécesseur, et

on calcule le nombre total de ces prédécesseurs qu'on décrémente d'une unité.
Si la mémoire physique (pas virtuelle) allouée pour l'arbre AVL est dépassée (défaut de page par exemple), on enregistre le nceud sur
le disque a travers une mémoire temporaire (Buffer n°2) dans le fichier plateaux en attente (ou a travers la mémoire virtuelle

directement).

= S'il existait déja : on ajoute dans la variable nombre de chemins celle du prédécesseur, et on décrémente d'une unité la variable
nombre de prédécesseurs.

o Si la variable nombre de prédécesseurs est devenue nulle, ce qui veut dire qu'on a traité tous les chemins arrivant a ce plateau :

= On regarde si ce plateau n'a pas de successeur :
Si oui, on ajoute a la variable globale nombre de chemins total la variable nombre de chemins du plateau puisqu'il n'a pas de
successeur.

= On enregistre le nceud sur le disque dans le fichier Plateaux , puis on supprime le nceud de l'arbre AVL.

= On lit et enléve du Buffer n°2 le dernier nceud ajouté (LIFO donc : Last in first out).
Et on recharge en arriere le Buffer n°2 si nécessaire (Buffer n°2 vide).
= Le nceud lu est alors ajouté a I'arbre AVL (assez de mémoire physique).
e On recommence avec n-1 pions si :
o Le fichier Plateaux est enticrement lu (et le Buffer n°I aussi donc).

o Le fichier Plateaux en attente est enticrement vide (et le Buffer n°2 aussi donc) : tous les plateaux en attente sont alors traités.
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e On termine lorsque n=1, c'est a dire lorsque les plateaux a 2 pions (n=2) ont été traités.
e Le nombre de solutions est alors la variable nombre de chemins du plateau avec un seul pion au centre bien-sir.
e Le nombre total de chemins est inscrit dans la variable globale destinée a son calcul : nombre total de chemins.

Dans cet algorithme, 1'arbre AVL remplira vite la mémoire physique avec les plateaux de 10 a 20 pions notamment :
On enregistrera alors sur disque tous les plateaux qui n'ont pu étre traité directement dans la mémoire physique, en attendant la fin de traitement des

plateaux dans la mémoire.

On risque donc de se retrouver avec un fichier plateaux en attente quasiment aussi volumineux que plateaux , plus de 50% de la taille du fichier

plateaux aux stades extrémes (tout dépend de la mémoire vive).

Cela évite le fenétrage du premier algorithme mais il n'est pas pour autant plus rapide que le premier algorithme sauf s'il est vraiment bien optimisé je
pense.

Il nécessite en tout cas comme pour le premier algorithme un espace disque assez conséquent mais ¢a ne pose pas de probléme avec les disques actuels
de plusieurs Giga-octets (dizaines mémes).

Je ne 1'ai jamais essay¢ donc a vous de me dire s'il est efficace. En tout cas, la mémoire vive disponible est déterminante pour sa vitesse tout comme
avec le premier algorithme.

Un dernier Algorithme :

Cet algorithme utilise les propriétés des Solitaires complémentaires vues plus haut.

Il permet de calculer le nombre total de solutions plus rapidement mais pas le nombre total de chemins.

Il nécessite d'utiliser un des deux algorithmes précédents pour déja calculer les nombres de chemins menant a l'ensemble des plateaux a 17 pions :
Fichier Plateaux .

A partir de ce seul fichier, on est capable de calculer d'un coup le nombre total de solutions du Solitaire anglais, ce qui permet d'atteindre ce résultat
beaucoup plus vite : pres de deux fois plus vite puisque plus de la moitié des calculs restaient a faire a ce stade (moitié des algorithmes précédents).

L'algorithme ne prend pas plus de temps que les étapes des algorithmes précédents qui permettent de passer des plateaux a 17 pions aux plateaux a 16
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pions, d'ou le temps gagné.

Le nombre total de solutions au Solitaire anglais peut étre calculé avec cette formule :

Z(NombreChemins(Plal:eauxn(f)) X ZP:NombreChemins(—rPlateaum(z}))
i=l J= J

Avec Plateaux (i) : le ieme plateau a 17 pions (i variant de 1 a n).
Avec n : le nombre de plateaux a 17 pions atteints (n plateaux enregistrés dans le fichier Plateaux ).

n =20 773 236 (cf. plus haut ou 20 773 236 est le nombre de plateaux a 16 pions aboutissant a la solution et symétriquement le nombre de
plateaux a 17 pions atteints est ce méme nombre).
Avec p : le nombre de successeurs de Plateaux , (i).

Avec : —rPlateaum(z’} qui est le complémentaire du jiéme successeur du iéme Plateau a 17 pions.
;

C'est donc un plateau a 17 pions également.

Avec : NombreChemins(P) qui est le nombre de chemins menant au plateau P.

La formule exploite les propriétés des complémentaires :
Elle additionne n fois les nombres de solutions qui passent par les plateaux Plateaux (i) :

En effet on connait le nombre de chemins allant du plateau initial aux plateaux a 17 pions (Fichier plateaux,).

Grace aux complémentaires, on connait alors aussi le nombre de chemins allant des plateaux a 16 pions au plateau final.

11 suffit donc de multiplier le nombre de chemins menant a un plateau a 17 pions par le nombre de chemins de tous ses successeurs qui menent a la
solution (donc par la somme de la variable nombre de chemins de tous ses successeurs).

On pourra adapter le premier algorithme pour faire ce calcul rapidement mais d'autres méthodes sont possibles évidemment.

Algorithme (adaptation du premier algorithme) :

I1 faut un algorithme capable de lire rapidement les nombres de chemins des successeurs complémentés d'un plateau a 17 pions (successeurs
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complémentés a 17 pions aussi).

En fait, il suffit simplement de remplacer la fenétre d'écriture du premier algorithme par une fenétre en lecture avec tous les nombres de chemins des
plateaux a 17 pions.

e On charge les nombres de chemins des plateaux a partir du fichier Plateaux , dans la fieme fenétre.
o On recharge le fichier Plateaux,, au début et on utilise un Buffer pour accéder a ses €léments un par un (séquentiellement).
e On lit le ime nombre de chemins du iéme plateau a 17 pions Plateaux , (i) a partir du Buffer en utilisant la fonction d'adressage bijective F du

premier algorithme pour faire la correspondance : Plateau P <==> nombre de chemins dans la table T d'index F(P).
e On calcule les successeurs de Plateaux (i) et leurs complémentaires :

Complémentaires que 1'on peut calculer avec 1'instruction machine XOR sur 33 bits : XOR reg64,1...1 (masque de 33 bits a 1).
e On connait alors Plateaux (j ) ,...,Plateaux (j p) ou p est le nombre de successeurs de Plateaux ,.(i).

Avec la fonction d'adressage bijective on connait leurs nombres de chemins si et seulement si leurs valeurs sont présentes dans la fenétre :
o Si oui, on additionne le nombre de chemins des successeurs comme la formule l'indique.
o Sinon on ne fait rien.
e On multiplie le nombre de chemins de Plateaux (i) par la somme de ces nombres et on additionne ce résultat a la variable globale représentant le

nombre de solutions (cf. formule).
e On termine la lecture du fichier Plateaux , et le Buffer associé (mémoire virtuelle préférable si I'OS le permet).

On a alors traité une fenétre intégralement.
e Il n'y a plus qu'a recharger la fenétre suivante (f+1) et de tout recommencer-.

Vous voyez, c'est quasiment le méme algorithme que le premier a part qu'on I'a adapté au calcul de cette formule.
La vitesse de l'algorithme dépendra donc linéairement de la mémoire physique utilisée et allouée comme pour le premier algorithme :

Vitesse proportionnelle au nombre de fenétres nécessaires a représenter 1'ensemble des nombres de chemins des plateaux a 17 pions
(2 fois plus de mémoire => 2 fois moins de fenétres => 2 fois plus vite).

Conclusion :

Voila pour terminer, je vous conseille le programme de Philippe Basciano qui résout toutes sortes de configurations et de Solitaires (anglais,
francais,...).
Télécharger cet excellent programme : PEG SOLITAIRE 1.99 (Philippe Basciano)
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Je vous conseille aussi le programme de Mark Williams qui vous aidera a gagner au Solitaire anglais en affichant les coups gagnants (winning

moves comme disent les anglo-saxons).
Télécharger cet autre excellent programme : PegSol 1.1 (Mark Williams)

Sinon, vos remarques sont les bienvenues a : eternitygames@free.fr

@

E-MaiL
Avec tout ¢a, vous serez imbattable au Solitaire...
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